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1 Introduction 

La célèbre inégalité de Milnor-Wood et (SUj) affirme que, si 



est un fibré plat en fibres sur la surface compacte E de genre 7 > 2, alors la 
caractéristique d'Euler de ce fibré, notée xi^) vérifie. 



l'égalité ayant lieu si E est le fibré tangent de S. 

Un fibré plat étant défini par une représentation de ni(S), l'inégalité ci- 
dessus est en fait une restriction imposée à cette représentation à valeurs dans 
le groupe des homéomorphismes du cercle. Les valeurs possibles de la car- 
actéristique d'Euler de E sont décrites dans 55^. 

Dans cette article nous envisageons une généralisation, en dimension supérieure 
de cette inégalité. Pour cela nous définissons le volume d'une représentation. 
Plus précisément, soit M une variété différentielle fermée de dimension n et 
soit p une représentation de son groupe fondamental dans le groupe d'isométrie 
d'une variété symétrique de courbure négative de dimension n et simplement 
connexe, notée X. Considérons une application / du revêtement universel de M 
dans X équivariante par rapport à p, alors, si u désigne la forme volume de X, 
la forme /*w passe au quotient sur M. 

Définition 1.1 On appelle volume de la représentation p le nombre, 



Dans certains cas ce nombre peut-être interprété comme la classe d'Euler d'un 
fibré plat. Des bornes supérieures de vol{p) existent. Elles reposent souvent 
sur le choix d'une famille de sections particulières du fibré plat. Dans |17| . 
par exemple, K. Corlette utilise des sections harmoniques pour démontrer un 
théorème de rigidité sur les représentations de volume maximal. Le cas où X 
est hyperbolique réel est abordé par A. Reznikov dans 02| ; l'auteur y prouve 
une inégalité optimale et c'est ce type de résultats que nous étendons dans 



E 



|x(£;)|<lx(S)|-27-2, 




le présent travail. Le cas d'égalité dans l'inégalité de A. Reznikov est prouvé 
par N. Dunfield dans PT| et dans j^, il consiste à montrer que, si le volume 
est maximal, la représentation est fidèle et discrète. Signalons l'article [31] dans 
lequel l'auteur décrit une autre notion de volume de représentations et construit 
de nouveaux invariants numériques. 

Dans le cas où X est l'espace hyperbolique réel nous prouvons, dans cet arti- 
cle, que le volume des représentations est constant sur les composantes connexes 
de l'espace des représentations. C'est un résultat évident lorsque la dimension 
est paire car, dans ce cas, le volume est aussi un nombre d'Euler, mais nouveau 
dans le cas de dimension impaire. Plus précisément nous prouvons le 

Théorème 1.2 Soit M une variété différentielle fermée et orientée et pt : 
ni(A/) — > Isom{X) une famille de représentations qui dépend de manière 
du paramètre i G R, alors le volume vol(pi) est constant. 

La méthode employée consiste à utiliser la formule de Schlâfli (voir aussi )12|). 
Il s'agit d'une approche nouvelle dans ce contexte ; en fait nous construisons un 
"polyèdre" géodésique hyperbolique dans X équivariant par rapport à l'image 
de p. Il s'agit d'une réunion de simplexes hyperboliques géodésiques invariants 
par l'image de p ; les simplexes pouvant se chevaucher ils ne fournissent pas une 
triangulation de X. Nous construisons ensuite une application p-équivariante 
polyèdrale. Ceci permet alors de calculer le volume de la représentation. La 
formule de Schlâfli ainsi qu'un peu de théorie du degré permet alors de montrer 
la constance de ce volume. Un corollaire frappant est une preuve très simple du 
résultat suivant de T. Soma 

Théorème 1.3 (T. Soma) Soit Y une variété différentielle fermée de dimen- 
sion 3. L'ensemble des variétés hyperboliques fermées X, de dimension 3 telles 
qu'il existe une application continue de degré non nul de Y sur X, est fini. 

La preuve se résume comme suit. Appelons / l'application de degré non nul de 
Y sur X et yO la représentation induite de ni(F) dans Ili{X), alors vol(p) = 
deg(/) vol(X). Le théorème ll. 41 affirme qu'il existe une constante C{M) telle que 
vol(p) < C{M). Par ailleurs le volume des variétés hyperboliques fermées est 
minoré par une constante universel (qui dépend de la dimension). Ceci montre 
que le degré de / ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs. Le volume de 
la représentation p étant constant sur les composantes connexes de l'espace des 
représentations de ni(y) dans Hi{X) il ne prend également qu'un nombre fini 
de valeurs. Finalement le volume de la variété hyperbolique X ne prend qu'un 
nombre fini de valeurs. Un résultat de W. Thurston afhrme alors qu'il n'y a 
qu'un nombre fini de variétés X possibles. Le lecteur peut consulter les détails 
dans le paragraphe El 

Le théorème ^21 est en fait un corollaire d'un résultat plus général, que nous 
décrivons maintenant. Rappelons la définition de l'entropie volumique d'une 
variété Riemannienne (Y^g). Pour x G Y, on désigne par B{x,R) la boule 
géodésique de centre x et de rayon R, alors on définit 

Ent(r, g) = lim 1 log(vol(S(a;, R))) . 
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Dans ce qui suit X = Xi est le produit des espaces symétriques simplement 
connexes de courbure strictement négative, Xi . Chacune des variétés Xi est mu- 
nie d'une métrique aig}^, où est symétrique normalisée (de courbure comprise 
entre —4 et —1, par exemple) et est un réel strictement positif. Parmi tous 
les choix de nombres ai il en est un qui donne une entropie volumique minimale 
(voir la proposition 12. 4|) ; nous noterons la métrique correspondante sur X 
qui est de dimension n. Son entropie volumique est un nombre calculable. Nous 
prouvons, 

Théorème 1.4 Soit Y une variété riemannienne fermée de dimension n et p 
une représentation de Tli{Y) dans Isom(X), alors 

ii) L 'égalité dans l'inégalité ci-dessus a lieu si, et seulement si, la représentation 
p est injective, X — X / p{Tli{Y)) est une variété compacte et (Y, g) est 
homothétique à {X,go) 

Ce résultat était annoncé en 1997 dans ^ et énoncé en 1998 dans 18 . Il 
généralise le cas où la représentation a une image discrète et cocompacte, c'est-à- 
dire l'analogue des théorèmes de [S| pour le cas où l'espace localement symétrique 
compacte est localement un produit d'espaces symétriques de rang 1. Ce dernier 
résultat, concernant les produits d'espaces symétriques de rang 1 avec image 
discrète cocompacte, est énoncé par Ch. Connell et B. Farb dans J^. 

La preuve de l'inégalité se fait en exhibant une famille d'applications p- 
équivariantes de Y sur X construites par la méthode introduite dans Le 
cas d'égalité est beaucoup plus difficile car l'image de p n'est pas supposée 
discrète ; plus précisément, nous montrons que, dans le cas d'égalité, la famille 
d'applications p-équivariantes que nous construisons converge vers une applica- 
tion harmonique; ceci permet, en particulier, de montrer que la limite est de 
classe C°°. La combinaison des propriétés liées à l'harmonicité et de celles liées 
à la construction ci-dessus conduit au résultat. 

Remarquons que les applications p-équivariantes construites sont partic- 
ulièrement adaptées à l'étude du volume et conduisent à des résultats optimaux 
comparables, dans un cadre plus général, à ceux de N. Dunfield [H]- Signalons 
également un travail récent de S. Francaviglia et B. Klaff [2^1 dans lequel les 
auteurs utilisent une intéressante variante de la construction de 9 pour étudier 
le cas où Y est une variété hyperbolique de volume fini. 

Enfin, l'inégalité ci-dessus peut s'interpréter agréablement dans le cadre de 
la cohomologie bornée (voir [221 )■ Le récent travail de M. Burger, A. lozzi et 
A. Wienhard (Qïï]) développe ce point de vue et aboutit à de très johs résultats 
concernant les représentations du groupe fondamental des surfaces. 

Nous tenons à remercier A. Reznikov, M. Boileau, D. Cooper et S. Francav- 
iglia pour leur aide et leurs commentaires lors de la rédaction de cet article. 

2 Géométrie des espaces produits 

A titre d'exemple, nous décrirons la géométrie de l'espace {X,gQ ^q) = 
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(H"-i X îl'^^,gl ® go) muni de la métrique produit où (H"i , g^) (resp.(H"'^ gg)) 
désigne l'espace hyperbolique simplement connexe de dimension ni (resp.n2) 
(de courbure constante égale à —1). Pour un exposé général sur les espaces 
symétriques, nous renvoyons à |3(J| . 

2.1 Géodésiques 

Soient x ^ {xi,X2) ^ X et u = (ui,U2) G Tt^^-^ ,^^)X tels que I|w||gi0g2 = 
+ 11^^211^2 — 1, alors la géodésique de X, notée c„, partant de x et de 
vitesse initiale u est Cu{t) — (ci(t), C2(i)), oii a {i = 1,2) est la géodésique 
de H"' partant de Xi et de vitesse initiale Ui. Une géodésique définie par un 
vecteur u = («1,1*2) telle que wi = ou bien U2 — Q est dite singulière; ces cas 
correspondent à 

C«(i) = {xi,C2{t)) ou Cu{t) = {ci{t),X2) ■ 

Une géodésique définie par un vecteur u = (ui, U2) tel que ^ 0, pour i — 1, 2, 
est dite régulière. 

2.2 Courbures et plats 

La courbure sectionnelle de (X, (/q^^q), qui se calcule aisément, est négative 
ou nulle. Soit alors x = {xi,X2) & X, u = («1,^2) € T^X, un vecteur régulier, 
alors l'application 

R2 — > X 
{t,s) I — > (ci(t/ai), 02(5/02)) 

où ai = ||ui||gi et «2 = ||M2||g2 réalisent un plongcmcnt isométrique de 

muni de sa métrique euclidienne dans {X, go® go)- On peut vérifier par le calcul 
que l'image de cette application est totalement géodésique (voir '30^, pp. ) 
ou bien constater que, si ai désigne la symétrie orthogonale par rapport à la 
géodésique ci dans (H^^gl), l'image de l'application ci-dessus est l'ensemble 
des points fixes de ai x (T2 dans X ; il s'agit donc d'un sous-espace totalement 
géodésique plat et qui est, de plus, de dimension maximale avec ces propriétés : 
{X,go © go) est un espace symétrique de rang 2. Nous noterons désormais 
go la métrique ffo ® ffo- 

Remarque. D'une manière générale, si X est le produit riemannien de p espaces 
symétriques de courbure strictement négative, alors X est de rang p. 

2.3 Métriques localement symétriques 

On peut munir la variété différentielle X d'autres métriques localement 
symétriques ; en effet, pour ai et a2 deux nombres réels strictement positifs, 
on définit : 
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Contrairement aux espaces symétriques irréductibles, les espaces symétriques 
produits sont flexibles. 

2.4 Groupe d'isométries 

On détermine aisément le groupe d'isométries de {X , ga-^^a2)- En effet, si 
ni 9^ 712 

Isom(X,5„,,„J =Isom(H"i,5râ) x Isom(H"^5^) . 

Si ni = 712 et ai = a2, l'échange des deux facteurs est une isométrie supplémentaire 
qui est involutive ; le groupe d'isométrie de {X,gai.ai) est donc une extension 
de Z/2Z par le groupe Isom(H"i , go) x Isom(H"^, go)- 

2.5 Fonctions de Busemann 

On rappelle que, si {M, g) est une variété riemannienne complète et si c : 
R ^ Af est une géodésique minimisante sur toute sa longueur et paramétrée 
par l'abscisse curviligne (c'est-à-dire, c est un plongement isométrique), alors on 
définit la fonction de Busemann associée à c, 

Bc{x)^ lim d{x,c{t))-t= lim (d{x,c{t))~d{c{0),c{t))). 

On montre que la limite existe (voir jïï], p. 23). Si (M, g) est une variété sim- 
plement connexe de courbure négative ou nulle son bord à l'infini (voir [2|) P- ) 
s'identifie à une sphère de dimension 77, — 1, oii 7i = dimM, grâce au choix d'un 
point O € M qui sert d'origine. Chaque point € dM, le bord à l'infini de M, 
détermine une géodésique minimisante sur toute sa longueur, à savoir, l'unique 
géodésique c qui passe par O et telle que lim c{t) = 9. La fonction de Buse- 

t — *+oo 

manu correspondante est notée B{-,6). Remarquons qu'elle dépend du choix de 
l'origine. 

Dans notre situation, il est souhaitable de travailler sur une partie du bord 
qui reflète mieux la structure produit. Pour la variété X ci-dessus le bord à 
l'infini s'identifie à 5*"^+"^"^ (pour toutes les métriques 5ai,a2) après le choix 
d'une origine. Nous utihserons 5*"^^^ x q gni+n2-i s'identifie dans 

dX à ÔH"! X 9H"2. Plus précisément, considérons, par exemple, la métrique 
ffo = 5o ffi 5o' appelons O ~ {Oi.O^) une origine de X = H"i x H"^, le 
bord de X s'identifie aux rayons géodésiques paramétrés par longueur d'arc 
et partant de O; nous ne considérerons que les géodésiques c = (ci,C2) où Ci 
est une géodésique de H"', telle que, pour tout t € R, ||ci(t)||gi = ||c2(i)||g2 ; 
nous les appellerons géodésiques diagonales. Elles sont donc paramétrées par 
un point Q = {BiM) où é», e 5'"'-i = Il s'agit du bord de Furstenberg 

(voir ) , mais nous n'utiliserons pas sa description probabiliste. Nous le noterons 
dpX. Il est important de noter que nous utiliserons toujours ce bord; en effet, 
si nous changeons la métrique 

géodésiques c = (ci,C2) telles que ^|lci(t)|lg„^ = ^||c2(t)||<,„^ , où g^, = afg^ ; 
elles définissent un bord qui s'identifie à dpX. 
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Remarque. Lorsque tii = 712 = 2 et ai = «2 = 1, le bord de Furstenberg de 
X, X C = dX, s'identifie naturellement à un tore de ClifFord dans S^. 

Maintenant, pour 6 = {61,62) G S""!"^ x S'"2"\ on note Bo{-,6) la fonction 
de Busemann de {X,go) correspondante (l'origine O = (Oi,02) étant fixée), et 
Bi{-,6i) — Boi{-,6i), i = 1,2, la fonction de Busemann de (H"', gQ), on a : 

Lemme 2.1 Avec les notations ci-dessus, si x = {xi,X2) G X 

Bo{x,e) = ^{Bi{xi,6i) + B2{x2,62)) . 

Preuve. Soit c la géodésique paramétrée par l'abscisse curviligne définie par 
9 et telle que c(0) = O = (Oi, 02)- Alors, si c = (ci, C2), on a ||ci|| = = ||c2||, 
d'où 

d,{x„Ci{t)) = --j=t + B^{x^,6^) + e^{t), i = 1,2 

avec Si{t) > 0. Ici, di désigne la distance dans le facteur i = 1, 2. 

Le lemme se déduit alors du développement limité de 

d{x, C{t)) - t = {dl{xi,Cl{t)) + dl{x2,C2{t))) - t . 

□ 

De même, si Baj^aal'i ^) désigne la fonction de Busemann de (X,^^^^^^) où 
6 est dans le bord défini ci-dessus, on a : 

Lemme 2.2 Avec les notations ci-dessus, si x = {xi,X2) € X 

^01,02(2;, é») = , / „ {aiBi{xi,0i) + a2B2{x2,02)) ■ 
La preuve de ce lemme se fait comme celle du lemme lÏÏTI 

2.6 Élément de volume 

Si on note dvg l'élément de volume d'une métrique riemannienne g, il est 
immédiat que 

où dugi désigne l'élément de volume de (H"', (7q) pour î — 1,2. 

2.7 Entropie 

On rappelle la définition de l'entropie (volumique) d'une variété riemanni- 
enne (M, g) que nous supposerons compacte pour simplifier. Soit m G Af un 
point du revêtement universel M de M alors la quantité suivante existe et ne 
dépend pas de x, 

Ent(5) = ^liin^ ^ \og{vol{B^j{x, R))) 
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où B^{x, R) désigne la boule métrique de centre x et de rayon R dans M muni 
de la métrique relevé de g. 

Par définition Fint{g) est l'entropie de la variété riemannicnnc {M, g), elle 
ne dépend de M qu'à travers la relevée de g à M. Par abus de langage, nous 
parlerons de l'entropie de gai.a-i sur X. 

Proposition 2.3 Pour tous Q!i,q;2 positifs 

p w ^ / (ni~l)^ , (»2~Ï7 

Ent(5„„. J - y + . 

Preuve. Le calcul de l'entropie des espaces symétriques est fait dans 
Rappelons que l'entropie d'un produit vérifie 

, Ent(H"Sgi)^ Ent(H"^gg)^ 
-c^nt^gct Q j — 2 1 2 ■ 

□ 

Dans cet article on se propose de prouver un théorème d'entropie minimale 
(voir l'introduction) c'est-à-dire de minimum de l'entropie à volume fixé. Dans 
ce paragraphe nous examinons cette question pour la famille de métrique gai,a2 ■ 
Plus précisément, soit F un sous-groupe discret cocompact de Isom(H"i,gQ) x 
Isom(H"^ , ^q), agissant sans points fixes sur X. Ce groupe agit par isométries 
sur X pour toutes les métriques gax.a2 1 on peut donc munir le quotient X = X /T 
des métriques induites que nous noterons encore gai, 02- P^'^' ailleurs, 

vol(X,ga,,„J = ara^^vol(X,go) • 

Proposition 2.4 Pour tous ai, «2 strictement positifs tels que a^^a^^ = 1, 
on a 

1 

Ent(g.„.J > Vm+n2^-^j [^) j 
= Ent (gai, Q2) 



ou ai 



( (ni-l) 



0-2 



/ («2-1) y^ï V 

\ >/n2 (m — 1) J 



L'égalité, dans l'inégalité ci-dessus, a lieu si et seulement si ai = Oi. 

Remarque. Lorsque les espaces symétriques sont complexes, quaternioniens ou 
de Cayley, les calculs sont comparables et sont laissés au lecteur. 

Dans la suite nous noterons go la métrique gai, 02- 

Preuve. On a 



Ent(gai,Qj^ = ("1 



"2j 



«2 



ni -I- n2 
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la fonction x ^ étant strictement log-concave 

Ent(,„,„,r>(n,+n,)(I^)^ (^)^ {-J-^)^" 



d'où le résultat 



ni-l\"l /n2-l\"2\ "l+n2 



Ent(5Q,i,a2) > + n2 

• ' /m y \ i/n2 
De plus, par stricte log-concavité, l'égalité n'a lieu que si et seulement si 

ni — 1 n2 — 1 

c'est-à-dire si = aj. □ 
Remarques. 

i) Si ni = n2, alors la métrique minimisante est homothétique à go (le facteur 
d'homothétie étant calculé de sorte à avoir un volume 1. 

ii) La courbure de Ricci de la métrique gai,a2 est 

Ricci(5ai,c<2) = - 1)50 ® {^2 - l)5o • 

La métrique gai ,02 n'est donc d'Einstein que si 

ni — 1 n2 — 1 
aj ~ al ' 

Par conséquent, en général, la métrique qui minimise la fonctionnelle Ent, 
parmi les gai, 02; n'est pas d'Einstein. Par contre, elle l'est si et seulement 
si ni = n2. 

De même, si X est un espace produit général, c'est-à-dire, si (X, g) = 
{Xi,gi) X ••• X {Xp,gp), où {Xk,gk) est un espace symétrique de courbure 
strictement négative, de dimension n^ et d'entropie notée Ek, on considère les 
métriques, 

Ça = a\gi ® • • • ® a^gp 
où a = (ai, . . . , ttp) avec > 0. Alors, on a la 

Proposition 2.5 Pour tous a\,...,ap réels strictement positifs tels que a"^ • • • ap" = 
1, on a 

Ent(,.) > 

où n = ni -|- • • • -|- np = dim(X). 

L'égalité, dans l'inégalité ci- dessus, a lieu si, et seulement si , pour tout 
i = l,2,...,p 

ai = ai = 
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2.8 Mesure de Patterson-Sullivan 

Sur le revêtement universel d'une variété de courbure strictement négative, 
(M, g) , on peut définir une famille de mesures qui est appelée (par abus de 
langage) la mesure de Patterson-Sullivan. Elle consiste à associer à chaque point 
m S M (le revêtement universel de M) une mesure borélienne positive sur dM, 
notée fim- Cette famille est entièrement caractérisée par les deux propriétés 
suivantes : 

— exp (— Ent(5)(i3(m, 9) — B{m', 0))) (on a choisi ici une origine 

O G M afin de définir B). Cette propriété affirme que pour m ^ m' les mesures 
Hm et yCtm' sont absolument continues l'une par rapport à l'autre et la densité 
s'exprime comme ci^^essus. 

ii) V7 e Isom(M), 7 agit par homéomorphisme sur i9M, et 

(voir IS21). _ 

Dans le cas où M est un espace symétrique de courbure négative ou nulle (et 
pas strictement négative) une construction est possible (voir [2], 001 bet pijl. 
Dans notre situation, c'est-à-dire 

(M, g) = iX,go) = (H"\.gi) x (H"%g2) 

la famille de mesures suivante, portées par dH^'^xdH"'^ vérifie des propriétés 
analogues aux précédentes : pour x = {xi,X2) € X et 6 ~ (01,02) G 9H"i x 

d^i^ = e-("i-i)'Bi(^i^9i)-("2-i)S2(x2,e2)^^^ ^ _ 

Remarque. Remarquons que la mesure ci-dessus est différente de celle utlisée 
dans les références 0, 00] et 
En effet, _ 

i) Pour O et X € X, duo et sont absolument continues, mais la densité 
n'a plus la forme précédente, elle vaut : 




= exp (- [(m - l)Bi{xi,ei) + {n2 - l)B2(x2, ^2)]) ■ 



On remarque que = e '^)Bi{xiei)^Q^ gg-j- mesure de Patterson-Sullivan 
de(H"',5â). 

a) Si 7 = (71,72) e Isom(H"i,5r^) x Isom(H"^5^) alors 

car 

l*{iJ-x) = (7i,72)*(Aiii = {l^)*{^^l^)®il■2)*{^^l^) 
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De même, si ni = n2, on vérifie aisément que l'isomctric supplémentaire 



Ç,{xi,X2) = ix2,Xi) 

satisfait cette contrainte. 

Dans la suite nous travaillerons donc avec cette famille fi^ qui est le produit 
des mesures de Patterson-Sullivan de chaque facteur. Terminons en remarquant 
que si B"^ désigne la fonction de Busemann de {tl"\ajgQ), alors 

Ent(«?5â)5r(v) = - l)a.BH;-) ; 

de sorte que la famille /ix ne dépend ni de ai, ni de a2- 

2.9 Bar y centre 

Nous construisons ici une application inverse de x i—f /i^, c'est-à-dire une 
application qui associe à la plupart des mesures sur dpX un point de X qui est 
son centre de masse ou barycentre. La construction est analogue à celle de |H] 
et [0] à l'utilisation près de dpX au lieu de dX. 

Soit V une mesure borélienne positive non nulle sur dpX, on considère la 
fonction 

xeX, Ba,,a^ix)^ Ba,^a2ix,0) dV{d) . 

JdpX 

On définit les mesures marginales sur ÔH"^ et 9H"^ par : 

i) Vi(yli) = V{Ai X dW^)j= 7ri,(V), où Ai est un borélien de dW^ et tti 

la projection canonique de dpX sur 9H"i ; et de même, 

il) V2{A2) = V(9H"i X A2) = 7r2*(V), où A2 est un borélien de ÔH"^ et 

7r2 la projection de dpX sur 9H"^ . 

Proposition 2.6 Si Vi et V2 sont des mesures non nulles et sans atomes, pour 
tous ai, a2 strictement positifs, la fonction 801^,02 est C°° , strictement convexe 
sur X et tend vers l'infini lorsque x tend vers l'infini. 

Preuve. Par définition de Vi, V2 et -Bqi.qj, on a : 

= — , (ai f Bi{xi,ei) dVi{0i) + a2 f ^2(2:2, ^2) dVsC^a) 

En effet, 

/ Bi{xi,9i) dV {61,62)) ^ [ Bi{xi,ni{9i,62)) dV{9i,62) 

JdpX JdpX 

= I Bi{xi,6)d{^i*V){6i) 

et de même avec l'autre terme. Alors, on applique les résultats de [201) [H] et 

1^ qui montrent que Xi i— > Jg^n^ Bi{xi, 6i) dV{6i) est strictement convexe, pour 
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i — 1, 2, et tend vers l'infini lorsque Xi tend vers l'infini dans H"'. On rappelle 
qu'une fonction est dite strictement convexe si elle l'est en restriction à toute 
géodésique non constante. Il est alors facile de vérifier que Bai,a2 ^st strictement 
convexe en restriction à toute géodésique non constante de X = x H"^. 
Les autres conclusions de la proposition sont également évidentes. □ 
Remarque. L'hypothèse sur la mesure V est vérifiée, par exemple, dès que 
celle-ci est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur dpX. 
Par ailleurs, elle peut être affaiblie (voir 0). 

Corollaire 2.7 Sous les mêmes hypothèses, la fonction Bai, a2 admet un unique 
minimum sur X que nous appellerons le barycentre de V, no<ébar(V), qui ne 
dépend pas de ai, a2 (à condition qu'ils soient strictement positifs). De plus 
bar(V) — (bari(Vi), bar2(V2)), où bari(Vi) désigne le barycentre de la mesure 
V» dans H"' . 

Preuve. L'unicité résulte de la stricte convexité de Bai,a2 (c^i > 0, a2 > 0) 
et du fait Bai,a2{^) * +oo. Le point x* = {xl,X2) est défini par l'équation 

vectorielle, 

c'est-à-dire «i Jg^^^ ViSj(a;î, ôi) dVi(é'i) -haa Jg^,.2 ^^2{x*2,92) dV2{62) = 
(ici Vi désigne le gradient d'une fonction définie sur H"'). 
Si Xi = bari(Vi) (voir alors 

/ V^B,{x,,ei) dViOi) = ~0 pour i = 1,2 . 

Par unicité on a donc Xi — x* {i — 1,2), c'est-à-dire 

ha,r{Vai,a2) = (bari(Vi),bar2(V2)) . 

□ 



3 Le théorème principal 

Dans ce chapitre, nous nous proposons de prouver le théorème principal sur 
l'entropie, analogue, dans cette situation, des résultats prouvés dans |H] et [5]. 
Nous donnons l'énoncé et la preuve dans un cas particulier afin d'éviter des 
lourdeurs dans les notations ; le cas général est, rigoureusement identique. 

Nous considérons, comme précédemment, X = H"i x H"^ , où n.^ > 3 et nous 
munissons X de la métrique go = gai, où les nombres a.; sont ceux calculés 
dans la proposition 1.4. La métrique go minimise l'entropie normalisée, sur X , 
parmi les métriques gai, 02 (voir la proposition 12. 4|l . Soit F un sous-groupe du 
groupe d'isométries de {X,go) tel que X = X /T est une variété compacte (F 
est un réseau co-compact et sans torsion). 

Théorème 3.1 Soit (Y, g) une variété riemannienne compacte de dimension 
n = ni + n2 et f : Y ^ X une application continue, alors 
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t) (Ent(y, g)r vol(y, g) > \ deg /| Ent(X, go)" vol(X, go) ; 
a) l'égalité, dans l'inégalité ci-dessus, a lieu si, et seulement si, f est ho- 
motope à un revêtement riemannien. 

Remarque. Ce résultat est vrai dans la version générale donnée en introduc- 
tion. Sa preuve est analogue à celle de I^. 

Preuve de l'inégalité i). 

Nous donnons une preuve inspirée de la technique développée dans jlO,. On 
note r = 7ri(y), le groupe fondamental de Y , Y le revêtement universel de Y . 
L'application continue f : Y X induit un morphisme p : T —^ Tq = tti{X). 
On appelle fio la mesure (canonique) d9i®d92 sur dpX et M{dFX) l'espace des 
mesures de Radon positives sur dpX. Soit O G F un point fixé (une origine) ; 
considérons l'application 

Y — >M{dFX) 

y ^ ^ Y. e-^"*(^'^)(^+^)'^^(^^^(°»p(7)*(Mo) 
011 £ > 0. Cette application est équivariante ; en effet, pour tout a G F, 

lJ-a{v),e = P{a)*{p-y,e) ■ 

On définit alors 

F,:Y ^X 

y ' — ' bar(/xj^,e) • 

Notons que chaque mesure fXy^e est sans atome. La notion de barycentre étant 
indépendante des coefficients ai servant à définir la métrique, nous utiliserons, 
pour simplifier, la métrique go = gl ® 9o (voir le corollaire 12. 7|) . 
Alors, par équivariance, donne une famille d'applications 

F, -.Y X . 

Par ailleurs, le barycentre sur X se décompose (cf. corollaire 12. 7|) et donc 
également la fonction 

F^:Y — > X = H"i X H"^ 

y^{Fi^,{y),F2Ay)) 

où Fi^^{y) = barî(7ri * (Ma,e))- 

Nous notons F^, Fi,^ et F2^£ les applications correspondantes de Y dans X. 

Lemme 3.2 Pour tout e > 0, les fonctions F;,, Fi^^ et F2.e sont lipschitziennes. 
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Preuve. 



i) La série Y. e-'^''*-^^^9){i+^)d^{yniO}) converge dès que e > ; en effet, 
puisque Y est compacte, elle est comparable à l'intégrale 



qui converge. Pour vérifier ce dernier point il suflît d'écrire en coordonnées 
polaires et d'appliquer la définition de Ent{Y,g). 

a) La fonction est définie par l'équation implicite 



011 Bq désigne la fonction de Busemann de la métrique — gi^i sur X. Ici 
= {9i, ^2)- L'équation ci-dessus peut se récrire en 



011 a; = (a;i, X2) ë X. La fonction L est en x, lipschitzienne en y et chaque 
différentielle partielle en x est lipschitzienne en y. Dans cette situation, on peut 
utiliser le théorème des fonctions implicites pour conclure que est lipschitzi- 
enne en y (voir |19|). Remarquons que la condition sur la différentielle partielle 
en X qui est nécessaire pour appliquer le théorème des fonctions implicites est ex- 
actement celle qui prouve l'existence du barycentre (voir le chapitre précédent), 
c'est-à-dire la stricte convexité de Bi^i. □ 

Lemme 3.3 Pour e > et pour tout y € Y , on a 



oùn — dhnY — dhnX — ni+n2 et le Jacobien est calculé à l'aide des métriques 
g sur Y et go sur X . 

Preuve. Comme nous l'avons remarqué dans le chapitre précédent la notion 
de barycentre, et donc la définition de l'application F, ne dépend pas de «i, a2. 
Nous pouvons donc utiliser sur X la métrique go — gl (B go (on rappelle que gg 
désigne ici la métrique de courbure constante égale à —1 sur H"'). Rappelons 
également la notation go — aigo (B a2go où ai sont les valeurs calculées dans 
la section précédente, telles que go minimise l'entropie normalisée parmi les 
métriques gai,a2- Nous noterons dét{DF^{y)) le déterminant de la différentielle 
de ij^ en ?; calculé à l'aide des métriques g sur Y et "gô sur X ; par ailleurs 
Jac i^e(y) = a^^a2^dét{DF^{y)) est le déterminant de DFs{y) calculé à l'aide 
des métriques g sur Y et go sur X. Notons que go est normalisée par a"^a2^ = 1, 
de sorte que Jac i^e (y) — 02^ dét{D F^ {y)) = dét{DF^{y)). Nous distinguerons 





= L{x, y) ^ ^Bo{x,p{^)ff)e 



^Y,t(Y,a)(l+e)d^[y,l{0))^^^ 
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toutefois les deux expressions afin d'éviter les confusions entre les métriques go 
et go. 

Estimation de dét{DF^{y)) ; ici, tous les calculs se font à l'aide de la métrique 
go sur X. Rappelons que nous désignons par Bi les fonctions de Busemann sur 
H"* muni de la métrique Çq. Comme dans |1(J) . page 155, nous posons 

ky^e{v,v) = ^DdBo^^p^^y) g){v,v) dfiy^,{e) ^ go{Ky^,{v),v) 

hy^^{v,v)^ f ^ (dBo^f^p^f^y^ g^iv)) dny^,{e) 



OÙ V il Tp (^y^X. Ici, comme dans la section précédente. 



v2 



Enfin, 



= 9{H'y^^u,u) 

pour u G TyY . Nous utiliserons les mêmes notations pour les formes bilinéaires 
associées. En différenciant l'équation implicite qui définit F^^ nous obtenons, 
pour u G TyY et v G Tp (y-^X, 



ky,e{v,DFeiy){u)) = (l+s) Ent(r, 5) ^ / ^ 5(vdy|(y^^(o)),M)5o(vBo|(^^(j^) g), 
et, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, 

(2.5) ky,4DF,{y){u),v) < {1 + e)Ent{Y, g){hyAv,v)y^\h'y^,{u,u)Y^' . 

Un lemme élémentaire d'algèbre linéaire (cf. 0, lemme 5.4) donne, à partir de 
(2.5), 

dét(i^,,,)dét(i?F,(y)) < ((l+e)Ent(r,5))"^+"=(détiï,,,)'/'(détiï;j'/' . 
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Nous devons maintenant remarquer que la notion de baryccntrc ne change 
pas lorsque l'on multiplie une mesure par un nombre strictement positif, de sorte 
que 

FM = bar(M,,e) = bar ( ) . 

On peut donc supposer que la famille de mesuresjque l'on considère est nor- 
malisée (de masse totale égale à 1 pour tout y e F et e > 0). La trace d'une 
forme quadratique ip (calculée dans une base orthonormée par rapport à une 
structure euclidienne g) étant notée trace^ tp, en injectant dans la définition de 
h'y^^ le fait que ||Vrfj>||g = 1, nous obtenons 

trace(/î^ g) = trace(,(/i^ g) — 1 , 

d'où 

Maintenant la définition de hy^^ (et -ffy.e) montre que 



Hi * 



011 Hi désigne la restriction de Hy ^ k H"» ; plus précisément, pour i = 1, 2 et 
gl{HiVi,Vi) = ^ _ (^^o|(F,(y),e)(^')) dny,e{0) 



Remarquons que, puisque ||(i-Bi||gi = 1 et {'ïïi)*n,y^e est une probabilité, nous 
avons 

trace(2iîi) = 1 . 

De même, 

-\o K2J 
avec, pour i = 1, 2 et = Tp, ^^^^H"* , 

gl{KiVi,Vi) = -^j^^^ ^'^^im,e(y)A)'<"^''"^^ d{ni4ny^s)){0i) . 

Lemme 3.4 Avec les notations précédentes, nous avons 
i) àéi{Ky^s) = dét(i('i)dét(iï'2) ; 
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a) dét(iJy^e) < dét(i^l)dét(i^2)• 
L'égalité i) est évidente et l'inégalité ii) est classique (voir p. 63) pour 

les matrices symétriques. 

Par ailleurs, sur les espaces hyperboliques H"* , la relation suivante est vérifiée 

(voir p. 751), pour i = 1,2, 

DdBi = gi - dBi ® dBi 

qui se traduit en 

011 Ii désigne l'identité de Tp. ^(y)H"' . En regroupant ces remarques, nous obtenons, 
à partir de 2.5, 

Âry(n¥( X, < Al + £)E^t(y,g) ^"^+"- (dét2gi)V^ (dét2g2)^/^ 
aeX{Ut,{y))Sy ^7^7+7^ ) dét(/-2i/i) dét(/-2i/2) ■ 

Alors, un lemme algébrique donne (cf. appendice B), 

(dét2iî,)i/2 



dét(/ - 2Hi 



< 



( r- 



l'égalité n'ayant lieu que si, et seulement si, 2Hi — -^h (on rappelle que 
trace(2iïï) = 1). 

En regroupant ces inégalités, il vient 

JacF,(y) =al'^a^^(dét(DFe(y)) 

< ((l+e)Ent(y,g))"-+"- ^ ^ (^)" (^Y' 

^ ' ^ ^" {^Jni +n2)"i+"2 Vni - 1/ Vn2 - 1/ 



Ent(X,5o) 



d'après la proposition 12. 41 Ce qui prouve le lemme 

L'inégalité du théorème 13.11 s'en déduit par intégration et passage à la 
limite en e = 0. 

Le cas d'égalité sera traité, dans un cadre plus général, dans le paragraphe 
suivant. 

Remarques sur le cas général. Si X = Xi x • • • x Xp et go = 5i ® ' ' ' © 5p 
oii {X}~,gk) est un espace symétrique de courbure strictement négatif et de 
dimension n^, on munit X de la métrique go — oliQi © • • • ffi a^gp, oià les nombres 
ai sont ceux calculés dans la proposition l2.5l La métrique go minimise l'entropie 
normalisée parmi les métriques g a (voir la proposition 12 . 5(1 . 

Alors, comme ci-dessus, on pose go = gi ® • ■ ■ ® gp- On suppose de plus que 
la courbure sectionnelle de {Xk,gk) est normahsée de sorte qu'elle soit égale à 
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— 1 si {Xk,gk) est hyperbolique réelle et comprise entre —4 et —1 dans les autres 
cas. Le calcul de l'entropie d'une telle métrique est donné dans jHj, P- 740. 

^Pour X = {xu...,Xp) & X et =^{61, . . . ,9p) e dpX {dpX = dXi x ••• x 
dXp), la fonction de Busemann de (X,go) est 



Bo{x,e) = —{Bi{xi,ei 



B 



p{xp, Op)^ 



et on a les décompositions 



Hy,e - 



(H, 


* * 






H2 * 








* 


V * 


* * 


HpJ 




pour k — 


1,2, 



Ky.e = 







K2 









V 



■•■ 

KpJ 



avec trace(piîfc ) — i pour It — i, ^, . . . ,p. 

La relation qui lie Ki et Hi dépend du type d'espace considéré (hyperbolique 
réel, complexe, quaternionien ou de Cayley) et est décrite dans p. 751. On 
peut vérifier aisément que 

trace(^ii'fe) ^ Ek ^ entropie de {Xk,gk) 

pour k = 1, . . . ,p. 

Dans l'appendice B de 8 nous montrons que 



1/2 



dét(pgfc) 

dét(^ii:fe) 



< 



On conclut, alors, grâce à la proposition comme ci-dessus. 



□ 



4 Le volume des représentations 

Nous donnons dans ce paragraphe une application de la technique introduite 
dans |1U| aux représentations du groupe fondamental d'une variété compacte. 

Dans ce qui suit X est un produit fini d'espaces symétriques simplement 
connexe de courbure strictement négative. Chaque facteur est supposé de di- 
mension supérieure ou égale à 3. On munit X de la métrique go décrite dans 
la proposition 12.41 c'est-à-dire celle qui réalise l'entropie minimale pour tous 
les quotients compacts de X. Par ailleurs, {Y, g) est une variété riemannienne 
compacte dont le groupe fondamental est noté F. On considère 

P ■ r — > Isom(X,go) 

une représentation. Il existe toujours des applications équivariantes f : Y ^ X 
car X est contractile (dans la suite nous donnerons un exemple explicite d'une 
telle application). Elle vérifie donc 

G F, e y, /(7(y)) = p{i) f{y) ■ 
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On peut toujours la supposer C^, quitte à la régulariser. Si on note ujq la forme 
volume de (X, go) alors, 

Définition 4.1 On appelle volume de la représentation p, le nombre 



voi(p) = j^rM ■ 

Remarques. 

i) La définition ci-dessus a un sens car, / étant C^, f*{u!o) est une forme 
continue sur Y qui de plus est invariante par T. Par ailleurs, il est immédiat 
de vérifier que vol(p) ne dépend pas du choix de l'application équivariante 
/• 

ii) Il faut interpréter vol{p) comme l'analogue de la quantité | deg/| vol{X) 
du théorème 13. Il En effet, lorsque p{T) est discret et cocompact, agissant 
sans point fixe, nous nous trouvons dans la situation du paragraphe 3 
où X = X/p{r) et vol(X)|deg/| — vol(p) par définition du degré de 
l'application /. 

Nous prouvons donc un théorème analogue : 
Théorème 4.2 Avec les notations ci-dessus : 

.;voi(p)<(|^)"voi(r,,). 

ii) L'égalité, dans l'inégalité ci-dessus a lieu si, et seulement si, la représentation 
p est injective, X — X / p(r) est une variété compacte et {Y, g) est ho- 
mothétique à (X,go). 

Remarques. 

i) Ce résultat est un premier pas dans la compréhension des représentations 
des groupes fondamentaux de variétés compactes dans des groupes d'i- 
sométries d'espaces symétriques de type non compact. 

ii) Les exemples de telles représentations sont rares et nous discuterons ce 
point plus loin dans le texte. Plus rares encore sont les exemples dont le 
volume est non nul. 

iii) Seul le cas de dimension 2, oià notre méthode ne s'applique pas, est 
complètement compris (cf. HD). En particulier, le théorème 14.21 est une 
généralisation de la célèbre inégalité de Milnor-Wood (cf. (SE]) ISI] et j42|). 

Preuve. L'inégalité est élémentaire et sa preuve est celle du théorème 13.11 
i). Le cas d'égalité par contre est beaucoup plus difficile car nous ne possédons 
pas de quotient compact de X (X / p(T) n'est même pas un espace séparé, en 
général) sur lequel s'appuyer afin d'utiliser la théorie du degré (voir la preuve 
du cas d'égalité de [H]). 

Afin de traiter ce cas d'égalité difficile nous devons considérer une autre 
application équivariante que celle introduite dans le paragraphe 3. Soit / une 
première application continue et p-équivariante, 

f:Y^X, 
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par exemple, nous pouvons prendre comme précédemment 

les notations étant, ici, celles du paragraphe 2. 

On rappelle que si 6* g dpX et z G X, Pç){z, 9) désigne le noyau de Poisson 
de X, normalisé en une origine Oq G X de sorte que 

i^o(Oo,-) = l ■ 

Nous construisons une autre application, comme dans définie, pour tout 
c > Ent(y, g), par 

^^,(y)=bar(^(^e-^'^(^^^)Po(/»,e) dvg{z))de^ . 

La preuve de l'inégalité i) du théorème 14.21 est rigoureusement identique à 
celle donnée dans le paragraphe 3. Nous ne la reproduirons donc pas. Notons 
qu'elle peut être faite à l'aide de la fonction / définie e qu'il n'est pas nécessaire 
d'utiliser la fonction Fc ; cette dernière est toutefois beaucoup plus aisée à ma- 
nipuler dans la preuve du cas d'égalité; elle est, par exemple plus régulière que 
/■ 

Posons comme dans jS,, pour c > Ent(F, 5) 



qui est de norme L^{dFX, dO) égale à 1. 

Lemme 4.3 L'application (c.,y) 1— > ^(c, y, •) est de classe de l'intervalle 
]Ent(y,g),+oo[xy dans L^idpX). 

Preuve. — Il n'est pas possible de montrer le lemme ci-dessus par simple 
application du théorème de dérivation sous le signe somme. Toutefois, dans 

nous prouvons, comme corollaire du théorème de convergence dominée, que 
y H-» $(c, î/,-) est de classe (à c fixé) et, si u G TyY, sa différentielle est 
donnée par 

(u • V)(c, y, 0)^~c f e-^'^^y^'Hu ■ d){y, z)Po{f{z), 9) dvg{z) 



la continuité en c de cette quantité est évidente en remarquant que \u • d\ < 
que Pq est strictement positif et que, pour y et z fixés, c 1-^ e^<^d,{y,z) 



S' 



est décroissante en c ; ceci permet d'appliquer une nouvelle fois le théorème de 
convergence dominée. 
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De même, pour y et 9 fixés, on peut appliquer le théorème de dérivation sous 
le signe somme afin de montrer la difïérentiabilité en c (à y et fixé). En effet, 

pour tout c' < c. Ceci montre que 

existe et, encore grâce au théorème de convergence dominée, est continue en 
{c,y). Ceci prouve le lemme ci-dessus. On remarque que le même type d'argu- 
ment que ceux utilisés dans 8 montrent que ^ est de classe comme fonction 
de y k valeurs dans L^{dFX). 

De même ip est de classe C°° en c et chaque dérivée en c est de classe en y 
comme fonction de 1" à valeurs dans L^{dpX). L'assertion du lemme concernant 
$ s'en déduit. □ 

Lemme 4.4 L'application 

F :]Ent(r,5),-t-oo[xr > X 

ic,y)^Feiy) 

est de classe . 

Preuve. Il s'agit d'une simple application du théorème des fonctions im- 
pHcites (voir H). Rappelons la preuve de ce fait. Soit {ei(x)}i=i_....„ une base 
orthonormée de T^X dépendant de manière C°° de x G X. Définissons les fonc- 
tions 

G^{x,c,y)^ [ dBo{x,e)ie^ix))^c,y,e) de 

JdpX 

(on rappelle que Bo{x, 9) désigne la fonction de Busemann de (X, go) normalisée 
en Oq et d9 la mesure canonique de dpX), et 

G : Xx]Ent(r,5),+oo[xr — > R" 

{x,c,y) I — > {Gi{x,c,y),. . . ,Gn{x,c,y)) . 

Alors, la fonction F est définie par l'équation implicite 

G(F,(y),c,y) = . 

Le théorème des fonctions implicites est alors facile à vérifier car la condition 
qu'il requiert est exactement celle qui assure l'existence du barycentre. 

La fonction G étant en {x,c,y) le lemme est prouvé. En fait F est, pour 
les mêmes raisons que précédemment, C°° en c. □ 

Preuve du cas d'égalité ii). du théorème 14.21 — 
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La preuve commence comme dans le paragraphe 7 de |HI ■ Pour fixer le facteur 
d'homothétie supposons que g est normalisée de sorte que 

Ent(y,.g) = Ent(X,go) = ^o • 

On suppose donc que vol(p) = vo\{Y,g). Le travail porte sur l'étude des formes 
quadratiques, déjà introduites au paragraphe précédent, 

/^y.c(-,-) =^ ^ (dB„|(^^(^) ,)(.))'$(2/,c,0) de 



kyA; •) - / . -My, c, e) de 

J dp 

et des endomorphismes symétriques et définis positifs correspondants, iîy,c et 
Ky^c (ici, c joue le rôle de Ent(y, g){l + e) — Eo{l + e)). La plus grande valeur 
propre de Hy c est notée Univ) et vérifie, 

< f^niy) < 1 , 

en effet, l'endomorphisme symétrique Hy^c est de go-trace égale à 1 et est défini 
positif. On rappelle également que trace(i^y_c) = Ent(X,(7o) = Eq (ceci car $ 
est normalisée). 

1ère étape : convergence presque sûre de Hy c- 

La preuve de l'inégalité du théorème 14.21 consiste (comme dans le para- 
graphe 3) à montrer que, 

Vyer, yoEo, |JacF,(y)| < (-^ 
Lemme 4.5 // existe une suite Ck tendant vers Eq, telle que 3a,cFc^{y) — > 1 

k — >+oo 

presque sûrement sur Y . 

Preuve. Comme dans 'S', lemme 7.3, posons /c(y) — 3a,cFc{y) — 1 et = 
sup(0, ±/c) ; la fonction /+ tend uniformément vers lorsque c tend vers Eq 
car, 

Vyer, < /+(y) < (— ) -1 . 
Par ailleurs, pour tout c > Eq, 



< 



vol(p) = / F*{t^o) = J JacFc(y) dvg 

yoliV, g) - J^f- dvy 



l'hypothèses vol(p) = vol(y, g) implique que /~ tend vers dans L^{Y, g) lorsque 
c tend vers Eq, d'où l'existence d'une sous-suite Ck telle que /~ tende vers zéro 
presque sûrement. □ 
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Lorsque {Y, g) — {X,go) et la mesure fiQ est la mesure canonique du bord 
de Furstenberg dpX, alors l'endomorphisme Hy^^ prend une forme particulière ; 
en effet, pour tout x G X et pour e = 



Hxfi — 











\ 















































prip ) 



o\xx = (xi, . . . , Xp) et l}^ désigne l'identité de T^^X^^. Désormais nous noterons 
Hq l'endomorphisme if^^^o- De même, les termes Ki (voir le paragraphe précédent) 
qui se calculent en fonctions de iï, = — /, et valent Ki = ^' /, . Nous noterons 
Kq l'endomorphisme K^fi correspondant. 

A partir de maintenant nous considérerons une suite Ck — > Eq telle que 

k — >+oo 

Jac Fc^. (y) — > 1 presque sûrement en y G y. 

k — ^+oo 

Lemme 4.6 Pour presque tout y G Y . lim^^+oo Hy^ck = ^o- 
Preuve. Pour tout y £ Y et pour tout x > Eq 



I JacF,(y)| < 
Soit y e Y tel que | Jac Fc^ (y) | 



c Nj»(détiï,y,c)l/2 



nJ dét{Ky^c) 



< 



(-Y- 



(détff 

— > 1, la quantité j'.,^'"'' , tend vers sa 
fc^+oo ' ^ det(i<'„,ej 



/ — n 

valeur maximale, à savoir (■^) • On rappelle que Y\ — 1 (voir le paragraphe 

i—l 

!)• 

Par une preuve en tout point analogue à celle donnée dans l'appendice B, 
proposition B5 de 8 , nous montrons l'existence d'une constante ^ > telle 
que 



1/2 



(dctiJ^^e) 

dét{Ky^c) 



de sorte que 



fEo 



1 



et, si I JacFcJy)! 



1, alors 



JacFe(y)| 



k — >-+oo 



H, 



□ 



2ème étape : convergence uniforme de Hy ^^ vers Hq. 

Nous reprenons les étapes de la preuve du cas d'égalité de [H|, paragraphe 7. 
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Soit Cfc — > Eq une sous-suite telle que JacFc^ — > 1 presque sûrement 

k — ^+00 

et Hy^ck tende presque sûrement vers Hq. Pour simplifier les notations nous 
utiliserons l'indice k en lieu et place de l'indice Ck- 

Lemme 4.7 Soient y et y' deux points de Y tels que /ijj < 1 — ;i en tout point 
d'une g-géodésique minimisante a qui joint y à y' , alors 

dg„{h{y)My'))<Kidg{y,y') . 

On rappelle que jJ^^iy) — A'îî,'" (y) est la plus grande valeur propre de Hy^ck- 

Preuve. On tire, comme dans le paragraphe 3, de l'équation implicite qui 
définit Fk, pour tous u G TyY et u G T^^j-^^X, 

go{Ky^kDyFk{u),v) ^ ~'^^o\(Fk(y)fi)'(") d^k\{yfi){u) dO 

< 2ga{Hy^k{v),vY'^( ( ^ {d^k\f^y^g-^{u)f dO"^'^ 
Un calcul immédiat montre que 

1/2 

Si w et î; sont de norme 1, dans leur espace respectif, alors 

,1/2 



go{Ky^kDyFk{u),v) < Ckgo{Hy,k{v),v) 



< ck\[iÂîy) 



Maintenant, si X est un produit d'espaces symétriques de rang 1, de courbure 
comprise entre —1 et —4, il est facile de vérifier (voir 0, appendice B) que, au 
sens des formes quadratiques, pour tout i ~ 1, 2, . . . ,p. 

On rappelle que Hi (resp. Kj) désigne la restriction de Hyj^ (resp. KyjS) à Xi. 
En prenant v = ..pf '//^?n si DyFk{u) ^ 0, il vient 

(si DyFk{u) = 0, l'inégalité est trivialement vraie). Soit a la g-géodésique de y 
à y' le long de laquelle /i^(a(t)) < 1 — i, on a, pour tout u ë Ta{t)y , de norme 
1 

\\D^i^t)Fk{u)\\g, < 2nEo=Ki 
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(si k est assez grand pour que Ck < ZE'o). Par le théorème des accroissements 
finis _ _ 

d-g,{Fk{y),Fk{y')) < K^dgiy,y') . 

□ 

Lemme 4.8 Avec les mêmes notations que précédemment, si P désigne le 
transport parallèle de Fk{y) à Fk{y') le long de la go-géodésique minimisante 
qui les joint, on a 

\\hy^kOP-hy,^u\\g,<K2[dg{y,y')+d-g,{h{y),h{y'))\ ■ 

Preuve. Nous désignons par f3{t) l'unique ^o-géodésique, qui est minimisante, 
allant de -Ffe(y) à Fk{y') et par Z un champ de vecteurs parallèle, le long de /3, 
de norme 1. Pour simplifier, posons Zi = Z{Fk{y)) et Z2 = Z(Fk{y')). Alors 

hy',k{Z2, Z2) — hy^k{Zi, Zi) 

^Lx {dBo^ihiv'miZ2))'^k{y',e)de 

+ ^^_ (dËo|(^^(^),,)(Zi))'($fe(y',0)-$fc(t/,^)) de . 



Des formules explicites de DdBo et du fait que ||rf-Bo|(x,e)(")ll5o — nous 
tirons l'inégalité 



lHo|(F.(^'),e)(^2))'- (dB0|(?,(^),,)(^l))'| <^^d9o(^fe(y'),^fe(2/)) • 

De même, comme $;;(î/, •) est de norme 1 dans L^{dpX,de) et en utilisant 
l'inéquation (*) 



de 



^{y, •) + ^/^{y', ■)\\ L2^o^x)) 



< (wV^iy,-) - V^{y',-)\\L^a^x: 

< Ckdg{y,y') . 

Le lemme découle de l'addition de ces inégalités. 

Lemme 4.9 La suite H^^y converge uniformément par rapport à y G Y vers 
Ho lorsque k tend vers +00. 



□ 
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Preuve. Le comportement de Hk vis-à-vis de l'action de F sur Y montre qu^il 
suffit de prouver la convergence uniforme sur un domaine fondamental D G Y. 
Le théorème d'Egoroff ([23], p. 77) et le lemme E?ïïl attestent que, pour tout 
?7 > 0, il existe un ensemble mesurable K tel que 

i) volg{D\K)<TT, 

ii) sur K, la suite y i— > Hk,y converge uniformément vers -ffo- 

Fixons £ > petit, on peut choisir rj tel que D \ K ne contienne aucune g- 
boule de rayon e, car, en effet, le volume d'une telle boule sur Y est minoré (la 
métrique de Y est périodique). On choisit aussi N G N de sorte que 

i) pour tout k > N, Eq < Ck < Eq + e ; 

ii) pour tout k > N et pour tout y £ K, \\Hy^k — -f^ollgo < ^• 

Par ailleurs, siy ^ K, dg{y,K) < e. Rappelons que les valeurs propres de 
sont les nombres i = 1, 2, . . . ,p. Posons K-^ = K2{Ki + 1) + 1 et supposons 

e assez petit pour que K^e < 1 — sup ( ) . Nous allons montrer que si 

k > N, alors 

VyeD, \\Hy^k- HaWg^ < K^e . 
Si ce n'est pas vrai, il existe y' (z D tel que 

\\Hyi^k — HoWgg > K^e , 

soit alors y € K tel que dg{y' ,y) < s. Par continuité de l'application y 
Hy^k, il existe un premier point y" sur le segment géodésique [y, y'] tel que 
\\Hy" k — -ffoll = K-iE. Le choix de K-i montre que, sur le segment géodésique 

[y, y"]. 

f^n < sup ( ) + Kse < 1 - - ■ 

D'après les lemmes [4 . 71 et ceci conduit à 

\\hy,k o P - V.fcliso < K2{Ki + l)e 

et comme \\Hy^k — HoWga < ^ ceci conduit à 

WHyn^k - iîollso < {K2{Ki + 1) + l)e = K^e 

qui est une contradiction. □ 
Remarquons que la convergence uniforme de Hy k vers Hq implique la con- 
vergence uniforme de Ky^k vers Kq. 

Sème étape : convergence uniforme d'une sous-suite de Fk. 

Lemme 4.10 // existe une sous-suite de la suite Fk qui converge uniformément 
vers une application F : Y X continue et équivariante. 

Preuve. Pour e > donné, il existe M ë N tel que si k > AI 

yyeY, WHy^k - Ho\\g, < e . 
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D'où 

Hy,k < Hq + el 

et par une remarque précédente 

Ky,k > Ko- el . 

Ces deux inégalités étant à comprendre au sens des formes quadratiques. On 
déduit alors, avec (**), qu'il existe un nombre réel C > tel que, pour tout 
y e F et M € TyY, 

\\DyFk{u)\\-g,<C 

(si s est assez petit). 

La suite d'application Fk : Y ^ X est donc cquicontinue. 

Supposons qu'il existe yo tel que Fk{yo) ne reste dans aucun compact. Quitte 
à extraire une sous-suite, on peut supposer que Fk{yo) — > 6 G dX (le bord 

géométrique de X). Pour tout y ^Y, alors 

dgo{Fk{y),Fk{yo)) < C dg{y,yo) 

de sorte que F), (y) — > 9 par définition du bord géométrique de X. L'équivariance 

de Fk donne ^ ^ 

Fkiiyo) = p{i)Fk{yo) 

et donc en passant à la limite en k 

e = p{^)e 

c'est-à-dire, la représentation p fixe un point de dX. 

Lemme 4.11 Si p fixe un point 6o de dX, alors yo\{p) = 0. 

Preuve. Soit Bo{-, Oq) la fonction de Busemann définie par le point 6o € dX. 
Supposons d'abord que 9o est dans le bord de Fiirstenberg. Posons 

Z{x)=VBoix,eo) 

alors le champ de vecteurs Z est invariant par p. En effet, l'égalité 

Bo{a{x),eo) =Bo{x,a-\0o)) +Bo{a{Oo),9o) 

pour a e Isom(X), conduit à 

Bo{p{j){x),eo) =Bo{x,eo) + Bo{p{^){Oo),eo) 

pour tout 7 e F ; ce qui donne en différenciant 

Z{ph){x)) = p{l){Z{x)) . 
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Par ailleurs, pour tout x € X 

diy{Z){x) = A(Bo{;e)) = Eo . 

Donc la forme différentielle ui = div{Z)u)o = Equiq est invariante par ^(7), pour 
tout 7 G r. En conséquence, pour c> Eq, F*{lo) est invariante par 7, pour tout 
7 e r. La définition de la divergence conduit à l'égalité 

div(Z)a;o = —d(i{Z) ■ wq) 

où i{Z) ■ wq désigne le produit intérieur de par le champ de vecteurs Z. D'où 

F:{uj) = -F:{d{i{Z)-u;^)) 
= -d(i?;(z(Z).u;o)) 



et 

vo. ^, ^ 

Iy 

Si 6q n'est pas dans le bord de Fùrstenberg la même preuve peut être faite car 



Jy ^0 Jy 

ord de Fùrstenberg la même pi 

div(Z)(x) = A(Bo(-,^)) ^0. 



□ 

Puisque nous sommes dans le cas d'égalité, vol(/9) ^ 0, et la suite Fk{yo) reste 
donc dans un compact de X. On peut alors appliquer le théorème d'Ascoli pour 
déduire qujil existe une sous-suitc, notée encore Fk^ qui^ converge uniformément 
sur D G Y vers une application continue F : D ^ X^L'équivariance de F^, 
pour tout k, montre que Fk converge uniformément sur Y et que la limite F est 
également équivariante. 

4ème étape : F est une isométrie. 

Lemme 4.12 L'application F : {Y, g) — > {X,gQ) contracte les distances, c'est- 
à-dire, pour tout y, y' dans Y' 

d,,{F{y),F{y'))<d,{y,y') 
et DF{y) est une isométrie entre {TyY,g) et {Tp^y^X,go) pour presque tout 

yeY. 

Preuve. Pour £ > donné, on peut choisir k assez grand pour que, pour tout 

y&Y, 

Hy^k < Ffo + el 
Ky^k > Ko-el . 
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Alors, l'inégalité 2.5 nous conduit à l'estimation suivante, pour u G TyY et 



go{Ky,c{DFk{y){u)),v) < {1 + e)Eo{go{Hy,,{v),v))'^\h'y^,{u,u)Y^^ 

On rappelle que la définition des fonctions Fk est indépendante des coefficients 

choisis pour définir la métrique de référence, c'est-à-dire qu'elle donne la même 

p p 
fonction qu'on utilise 5o = 50 ou bien go = af^Q. Nous avons choisi 

i=l _ i=l 

d'utiliser go pour définir le barycentre sur X, en conséquence les matrices iîy.fe. 
Ho, Ky^k et Ko sont définies également grâce à la métrique go- 

On rappelle également que Gi^k, i = 1, 2, . . . ,p, désigne la i-ième composante 
de Fk dans la décomposition X = Xi x ■ ■ ■ x Xp et que Hi (resp. Ki) désigne 
la restriction de Hy^k (resp. Ky,k) à Tp ^^(^y^Xi (ici on omet volontairement les 
indices y et k dans et Ki afin d'alléger les notations). Si w = {v\, . . . ,Vn) 
est tangent à Xi, c'est-à-dire si Vj = pour tout j ^ i, alors, grâce à la forme 
diagonale par blocs de Ky^c nous obtenons 

go{Ki{DFi,k{y){u)),Vi) < {l + £)Eo{go{HiVi,Vi)Y'\h'y^^,{u,u)f'^ 

(on identifie, par abus de langage w à sa composante Vi). 
En utilisant l'inégalité précédente sur Hy^k, 

gl,{K,{D\k{y){u)),Vi) < {l + e)Eo(—+ey^'\\v,\U{h'y^,iu,u)Y^' . 
En prenant le supremum en Vi de norme 1, nous obtenons, 
\\Ky4DFi,kiy)iu))h, = \\Ki{DFMi^))\U ^ ■:^^iK,ki^^^)y^'i'^M^))- 



Les inégalités précédentes donnent encore, 

-^(l + o{emDFM{u)h, < -^^Kk{%u)y^'a + o{e)) , 



or les coefficients ai apparaissant dans la définition de la métrique 50 valent : 

Ei^/n 



ai = 



s/nîEo 
d'où, pour tout u G TyY 

a4DF,,k{y){u)\\g.^ < V^{h'y^,{u,u)Y^\l+o{e)) 
et, pour tout u G TyY 

Ffc*5o(«,w) = pi^ft(y)(«)||^o =^a2||Z?F,,fe(2/)(^x)||2. <n/i;,fe(w,w)(l + o(£)) . 

i=l 
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On peut alors calculer la trace du tenseur symétrique go par rapport à la 
métrique g sur Y en y £Y . 

traceg(-F\*.go) < n(l + o{e)) . 

En effet, on rappelle que traceg(/i^ f.) = 1 (voir le paragraphe 2). 

Par ailleurs le déterminant de F^gç) relativement à 5, c'est-à-dire | JacFfep, 
tend presque sûrement vers f sur Y . Alors si Ak,y désigne la matrice de i^^^o 
dans une base (7-orthonormée, nous avons, pour k assez grand, 

1 - e < (dét^fc,j^)^/" < - trace(Afe,j,) < f + e 

ce qui implique que 

\\Ak,y-{ActAk,yY/''Id\\^o{e) . 

En conclusion, DF^, converge presque sûrement sur Y vers une isométrie. 

Alors, l'application F est limite uniforme d'une suite d'applications lips- 
chitzienne Fk dont les différentielles DF^ sont uniformément bornées et conver- 
gent presque sûrement vers une isométrie ; le lemme 7.8 de [Hj montre que, dans 
ce cas, l'application F est l-lipschitzienne. Nous ne reproduisons pas la preuve 
de ce fait. 

L'application F est presque partout différentiable par le théorème de Rademacher 
et, comme elle est l-lipschitzienne, on a, pour presque tout y ^Y 

|JacF(2/)| < 1 . 

Par ailleurs, 

vol(p) ^ J^F*{coo) = {3acFiy))dvg = vol(r,g) . 

D'où, pour presque tout y G Y, JacF(y) = 1. 

Enfin, pour presque tout y Y , pour tout u G TyY, le caractère 1-lipschitzien 
de F implique que ^ 

\\DyF{u)\\g„ < \\u\\g . 

Ceci, combiné au fait que pour presque tout y CzY, 3a,cF{y) — 1, montre que 
la différentielle de F, DyF, est presque partout sur Y une isométrie (entre TyY 
et 

Le lemme est prouvé. □ 
Lemme 4.13 L'application F minimise la fonctionnelle Ep{h) ~ ^^^y) /yll-^^UgiSo 
parmi toutes les applications h de Y dans X , p-équivariantes et lipschitziennes, 
pour tout p > n. Ici \\Dh\\P est calculée à l'aide de la métrique g sur Y et go 

sur X . 
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Preuve. Notons que, par l'équivariance de h, l'intégrand dans l'expression 
de Ep{h) est invariant par F et est donc une quantité définie sur Y . Si {ci} est 
une base g-orthonormée en y € F. 



PM2/)ll.,.o = (^Ell^M2/)(e,:)l 



n . 

2 — 1 



1/2 



Cette quantité est définie pour presque tout y £ Y. On a donc, pour presque 
tout y &Y, 

\3^ch{y)\P/-<\\Dh{y)\\l^^ 
pour tout p > 0. Maintenant si p > n 



/ vol(p) \P/" 

UoimJ 



:>i{Y)J Vvoi(r) y^. ^'"v - vol(r) 

Si h est remplacée par F, en utilisant le fait que DF{y) est une isométrie 
pour presque tout y £Y ,\\ vient 

1 = Ep{F) < Ep{h) . 

□ 

Corollaire 4.14 L'application F est de classe C°° . 

Preuve. En fait, nous prouvons que F est harmonique, la régularité s'en 
déduit. 

De manière heuristique nous pouvons dire que l'équation d'Euler associée à 
la fonctionnelle Ep, p > n s'écrit 

àW {\\DF\\l:glDF) ^ 

où la divergence est à comprendre comme celle d'une 1-forme sur Y à valeurs 
dans TX (voir [23, page 6). Mais F a une différentielle qui est presque partout 
une isométrie, de sorte que H-D-fUg.go — 1 presque partout sur Y, et l'équation 
devient ^ 

div(7:>i^) 

c'est-à-dire F est harmonique. 

Plus précisément, DE est interprétée comme une 1-forme sur Y à valeurs 
dans le fibré F-^{TX), c'est-à-dire un élément de C°{T*{Y) ® F'^{TX)), qui 
est de plus p-équivariante (voir 23; , page 8) ; soit alors Z un champ de vecteurs 
C°° le long de F, qui satisfait également la relation de p-équivariance adéquate, 
c'est-à-dire qui est un élément de C^(r, F-'^{TX)) ; alors il existe une variation 

à un paramètre de F, notée -Fi, p-équivariante, telle que 

Vyer, lF,(y)|,^o = Z(y) 
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(voir 121, piige 397). 

Comme F minimise Ep, pour p> n, on a 

^ Ep(Ft) = 

c'est-à-dire, 
mais 



En t = 0, comme \\DF{y)\\g^g^ = 1 pour presque tout y € F, on a 

YOiyY) Jy dt\t=o ^ " 

c'est-à-dire, F est un point critique de la fonctionne E2. L'application F est 
donc faiblement harmonique (au sens des distributions, voir |2 4 J ■ page 397). 
D'après les théorèmes de régularité classiques (voir 3.10, page 397), F 

étant continue, elle est de classe C°°. □ 
Remarque. Nous avons montré que F est un point critique de E2, mais en fait 
elle minimise cette fonctionnelle car l'espace étant de courbure négative ou nulle 
la fonctionnelle E2 est convexe. 

Nous pouvons alors terminer la preuve du théorème 14.21 ii). L'application 
F a une différentielle DE (y) qui est continue en y et est donc une isométrie 
pour tout y S y ; la variété Y étant connexe et complète, X étant connexe et 
simplement connexe nous déduisons de cela que F est une isométrie surjective 
de Y sur X (c'est en effet un exercice classique, voir P7) . 2.108, exercice a), 
page 97). En particuher p(r) est un sous-groupe discret cocompact de Isom(X) 
agissant sans points fixes et la représentation p est injective. □ 
Remarques. 

i) Le lemme |4 . 1 1 1 peut s'étendre et donne lieu à la proposition suivante : 

Proposition 4.15 S'il existe une mesure de Radon finie et non nulle p, définie 
sur dX , invariante par p{T), alors vol(p) = 0. 

Preuve. La preuve est identique à celle du lemme 14.111 en posant 
Z{x) = I \7B{x,9)dp{e) . 

JdX 

□ 
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ii) Par ailleurs, si vol(p) ^ le groupe p{T) ne peut pas fixer (globalement) 
un sous-espace strict et totalement géodésique de X, car, sinon, nous pour- 
rions choisir une application équivariante / à valeurs dans ce sous-espace, 
et la chute de dimension entraînerait que vol{yo) = 0, une contradiction. 
En utilisant le critère géométrique énoncé dans '33', nous montrons donc 
(à l'aide de la remarque ii) et de la proposition 14 . 1 S]! que 

Proposition 4.16 Si vol(p) ^ alors pÇT) est réductif. 

On rappelle que p{T) est dit réductif si son adhérence de Zariski l'est, c'est- 
à-dire si cette dernière a un radical unipotent trivial. 

Notons que dans [H^, la réductivité de p{T) est prouvée être une con- 
dition nécessaire et suffisante à l'existence d'une application harmonique p- 
équivariante. 

Enfin, le théorème 14.21 conduit au 

Corollaire 4.17 Si p est une représentation de T — tti{Y) dans Isoni(X, go); 
où Y est une variété compacte, alors 



Preuve. On rappelle que 

minvol(y) = inî{vol{Y, g)g métrique sur Y telle que \Kg\ < 1} 
et que si la courbure sectionnelle Kg de la métrique g vérifie Kg > — 1 alors on 



Remarque. 

i) En particulier, s'il existe une représentation p telle que vol(p) ^ alors 
minvol(y) > 0. 

ii) On pourrait remplacer le volume minimal minvol(y) par 



5 Applications 

Dans ce paragraphe nous nous intéressons au cas oii {Y , g) est elle-même un 
produit fini d'espaces symétriques simplement connexe de courbure strictement 
négative. Comme précédemment un tel espace sera noté (X^go), où go est la 
métrique définie au paragraphe 2 et qui minimise l'entropie. De même, F désigne 
un réseau cocompact et sans torsion de Isom(X,^o)i et p est un morphisme 




a Ent(y,5) < n - 1 (voir [S]). 



□ 



minvolr{icci(i^) = inf { vol(y, g) Ricci^ > — (n — l)g} . 



p:T 



lsom{X,go). 
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Des exemples de telles représentations sont rares et le but de ce paragraphe est, 
en particulier, de rappeler quelques unes des constructions classiques. 
Dans cette situation, le théorème 14. 21 s'écrit 

vol(p) < vol(X,5o) 

où X = X/r. L'égalité, dans cette inégalité, n'a lieu que si et seulement si 
{X/p{T),go) est une variété isométrique à {X,go), c'est-à-dire si p{T) est un 
réseau cocompact de lsom{X,go). Nous répondons, dans ce paragraphe à la 
question : 

Question 5.1 Existe-t-il des représentations, comme ci-dessus, telles que < 
vol(p) < vol(X,go) ? 

Rappelons qu'un réseau F dans un groupe de Lie G, semi-simple connexe 
sans facteur compact est dit réductible si G possède des sous-groupes normaux 
H et H' tels que G = H.H', H n H' est discret et r/(r n H).{T n H') est fini 
(voir 02 page 86). F est dit irréductible s'il n'est pas réductible 

Alors, lorsque F est irréductible, le théorème de super-rigidité de Margulis 
f j35|. chapitre Vil) fournit une réponse négative complète à la question ci-dessus. 

Proposition 5.2 Avec les notations ci-dessus, si F est irréductible et vol(p) ^ 
alors p(F) est un réseau cocompact de Isom(X, go) et donc vol(p) = vol{X, go). 

Preuve. On se propose d'apphquer le théorème 6.f6 de |S3, p. 332. On note 
G = Isom{X , go) , c'est un groupe algébrique défini sur R et semi-simple. Pour 
utiliser le résultat 6.f6 de |35j il faut travailler avec des groupes de Lie connexe, 
or F est un sous-groupe de G+, le sous-groupe de G constitué des isométries 
préservant l'orientation et G+ n'est pas nécessairement connexe. En effet, si 
7 = (71,..., 7„), 011 7i G Isom(Xi,5Q) , et si un nombre pair de 7^ renverse 
l'orientation alors 7 G G+, néanmoins 7 ne peut pas être connecté à l'identité. 

On rappelle que G à un nombre fini de composantes connexes car c'est un 
groupe algébrique. Soit G° la composante^de l'élément neutre et F° = G" n F. 

Il est aisé de vérifier que G" = Isom+(Xi, ^q) x • • • x Isom+(Xp, ^q) où Isom+ 
désigne le groupe (connexe) d'isométries directes. 

Les quatre lemmes qui suivent n'utilisent pas l'irréductibilité de F. Cette 
hypothèse ne sera utilisée que pour appliquer le théorème de super-rigidité. 

Lemme 5.3 Le groupe F*^ est un réseau cocompact de G" ainsi que de G. 

Preuve. L'application naturelle F/F" ^ G/G^ est injective, F° est donc 
d'indice fini dans F et est un réseau cocompact de G. Par ailleurs, G°/F° est 
une composante connexe de G/F", donc est compacte. Un théorème général est 
prouvé dans p. 23 (théorème 1.13). □ 

Pour alléger les notations nous désignerons maintenant par p la représentation 
restreinte à F". Soit F^ = p-^ {p{T^) n G°). 

Lemme 5.4 Le groupe F^ est d'indice fini dans F°. 
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Preuve. L'application T'^ /T^ G/G^ induite par p est injective, d'oii le 
résultat. □ 

Le groupe est donc un réseau cocompact de G (et de G^) qui de plus, 
comme F, est irréductible. La restriction de p à F^ est un homomorphisme 

p : Fi -> G° 

à valeurs dans le groupe semi-simple, connexe G*^. 
Lemme 5.5 Les groupes G et G^ n'ont pas de centre. 

Preuve. Si a e G° est dans le centre de G", a doit commuter avec tous les 
éléments de G° ; or, pour x X fixé x = (xi, . . . , a;„) les isométries du type 
(71, . . . ,7„), 011 7i est une isométrie directe fixant Xi, sont dans G'^. L'élément 
a doit donc fixer x, pour tout x, c'est donc l'identité. □ 

Dans la terminologie de [21], le groupe G'^ est adjoint (il n'a pas de centre 
et est défini sur R, voir P- 13). 

Lemme 5.6 Le groupe /o(F^) est Zariski-dense dans G°. 

Preuve. Rappelons que F^ est d'indice fini dans F, on voit alors, de manière 
élémentaire, que 

vol(p) = [F : FVol(/0|ri) 

de sorte que l'hypothèse de la proposition ?? implique que vol(p|ri) 7^ 0. La 
proposition I4.1()l qui est un corollaire de la remarque 1.4 i) de |33j . montre 
que p{r^) est réductif. Soit H son adhérence de Zariski, alors H est également 
réductif. Comme H est algébrique, quitte à restreindre à un réseau d'indice fini 
dans F^, on peut supposer que H est connexe. 

L'algèbre de Lie de H, c'est-à-dire () est une sous-algèbre réductive algébrique 
de 0°, alors d'après le théorème 4, p. 261 de [HH|) il existe une involution de 
Cartan de 0° qui stabilise f). Plus précisément, l'espace symétrique X est identifié 
à G'^/K^ par le choix d'une décomposition de Cartan de G" (ici, K'^ désigne 
un sous-groupe compact maximal de G") ; alors, si a'^ désigne l'involution de 
Cartan correspondante, il existe g G G^ tel que l'involution ga^g^^ préserve h. 
Soit X X \e point correspondant à la classe de g dans G^/K^, alors d'après 
la proposition 2.6.2 de la sous- variété Hx = Y est totalement géodésique 
dans {X,go) et p(T^) invariante. 

On peut donc, pour calculer le volume de la représentation p|ri {p restreinte 
à F^) utiliser une application G^, p|ri-équivariante de X dans Y. Si H G" 
alors dimK < dimX ce qui implique vol(p|pi) = et vol(p) ~ 0. Ceci est en 
contradiction avec l'hypothèse de la proposition. □ 

Nous sommes maintenant en situation pour appliquer le théorème de super- 
rigidité 6.16 b) de p. 332 (le groupe G°, qui est le groupe de départ et 
d'arrivée n'a aucune composante simple compacte, c'est-à-dire n'a pas de facteur 
R-anisotrope). La représentation p se prolonge en un (unique) homomorphisme 
continu 

ô : G° ^ GO 
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qui est donc analytique f|3(J|. p. 117, théorème 2.6). Le noyau Kerp est un 

p 

sous-groupe de Lie de (car fermé). On rappelle que — Y\ Gi, où d = 

^ î=i 
Isom+(Xi,gQ) est un groupe simple. Comme Kerp est normal, il est produit de 

certains Gi de la liste précédente : Ker p = Jl Gk pour q < p. 

k=l 

De plus, l'image p{G'~') est un groupe de Lie isomorphe à G^/Kerp, c'est- 
p 

à-dire isomorphe à Y[ si ç < p, à {e} sinon. En particulier p{G^) est 

k=q+l 

un sous-groupe semi-simple de G", invariant par p{T^). L'argument du lemme 
15.61 montre que l'hypothèse vol(/3) ^ implique que p{G^) doit être égal à G^, 
c'est-à-dire que p doit être un automorphisme (analytique) . En particulier p est 
un difFéomorphisme et /5(r^) est un groupe discret et cocompact. Le théorème 
de Mostow permet de conclure que les variétés localement symétriques X /V^ et 
X /p{T^) sont isométriques et donc que 

vol(piri) = Yo\{X/T^) . 

Comme F"'^ est d'indice fini dans F, on en déduit que 

vol(p) = vol(X,5o) ■ 

□ 

Nous allons maintenant étudier les cas oîi le réseau F est réductible. On 
rappelle qu'un réseau F^ de G° qui est réductible vérifie les propriétés suivantes 
(voir ^1 , p. 86, 5.22) : il existe une famille finie de sous-groupes normaux et 
connexes de G" , Hi, . . . ,Hk telle que : 

i) -ffi n n ^st discret pour tout i e {1, . . . , fc}. 

ii) GO = n H,- 

i=l 

iii) F| = HiOT^ est un réseau irréductible de Hi. 

k 

iv) Y[ 6st un sous-groupe normal d'indice fini de F^. 

i=l 

Comme précédemment nous pouvons travailler à un sous-groupe d'indice 

fc 

fini près et donc supposer que Yl = F^. De même, chaque Hi doit être un 

1=1 

produit de facteurs simples composant G", c'est-à-dire 

Pi+ri 

H. = n • 

s=Pi 

En particulier, si î 7^ j, Hi et Hj commutent. 

Proposition 5.7 Avec les notations ci-dessus, si F est réductible et vol(p) 7^ 
et si, pour tout i, Hi est super-rigide alors p{T) est un réseau cocompact et donc 
vol(p) = vol(X,.go). 
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Preuve. Par groupe super-rigide nous entendons un groupe auquel nous pou- 
vons appliquer le théorème de super-rigidité, c'est-à-dire , dans notre situation, 
soit Hi est de rang supérieur où égal à 2 (r^ > 1) ou bien Hi est le groupe 
d'isométries directes d'un espace hyperbolique quaternionien ou du plan hyper- 
bolique de Cayley. 

Comme précédemment nous travaillons avec le sous-groupe F^. Définissons 
Pi — /9|pi , pour i — 1, . . . , A: ; ici nous commettons un abus de langage et identi- 
fions T} et {e}x- • -xlelxrj^xlelx- • -xle}. Définissons les groupes = Pi{T}), 
l'adhérence de Zariski de pi {Tj ) ; ce sont des sous-groupes algébriques de G° et le 
théorème 6.15 i), a) de 35 , p. 332 affirme que, si rang Hi > 2, Ki est un groupe 
semi-simple. Insistons sur le fait que Hi est considéré comme un sous-groupe 
du groupe de départ de la représentation p et Ki comme un sous-groupe du 
groupe d'arrivée. Le même résultat pour le cas oit Hi est le groupe d'isométries 
(directes) de l'espace hyperbolique quaternionien ou du plan hyperbolique de 
Cayley est prouvé dans ^Tj. Dans tous les cas, donc, Ki est un groupe semi- 
simple. 

Lemme 5.8 Les groupes Ki sont sans facteurs compacts et Y[ Ki est semi- 
simple. 

Preuve. Quitte à passer à un sous-groupe d'indice fini de Tj nous pouvons 
supposer que Ki est un produit de groupes simples. Supposons qu'il contienne 
un facteur compact, soit 

K,^Ll X---X if' X U 

on U est un groupe simple compact ; alors U est normal dans Ki. Par ailleurs 
Pi(rJ) et Pj{Tj) commutent si i ^ j, car Tj et F] commutent dans G° (nous 
faisons ici l'abus de langage signalé précédemment) ; les groupes Ki et Kj com- 
mutent donc également si j 7^ î. Le groupe U est donc normal dans le produit 

k 

Y[ Ki ; remarquons que ce produit est défini comme le groupe engendré par les 
produits d'éléments de Ki. Il est défini sans ambiguïté car les groupes commu- 

k 

tent deux à deux. Par ailleurs Yl 6st Zariski-dense donc égal à Gq ; en effet, 

i=l 

il contient p(r^) qui Zariski dense car vol(p) 7^ (voir le lemme lïïTBll . Le groupe 
U est donc normal dans ; il est alors égal à une des composantes de G° ou 
bien réduit à l'élément neutre ; aucune des composantes de G'^ n'étant compacte 
U est trivial. 

Enfin les arguments précédents montrent que les composantes simples de 

k 

Ki et Kj sont distincts et donc que Y[ Ki est semi-simple (c'est le produit de 

i=l 

toutes les composantes des groupes Ki). □ 
Nous pouvons donc appliquer le théorème de super-rigidité de jH^l; (6.16 cj, 
p. 332) pour les composantes Hi de rang > 2 et celui de jT2] pour les autres et 
affirmer que les représentations pi se prolongent en des morphismes continus 

ifii : Hi ^ Ki . 
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On construit alors un prolongement de p en 

i=l 

(71, . . . ,7fc) I — > (<^i(7i), • ■ ■ ,fkhk)) 

Les morphismes ipi commutent et ip est bien défini et est un morphisme con- 
tinu. On termine donc la preuve de la proposition refreductible par les mêmes 
arguments que ceux de la preuve de la proposition 15. 21 □ 
Nous nous intéressons maintenant au cas où Gq possède des composantes 
simples non super- rigides. Supposons donc que = F} * Fj (produit libre) où 
F} est un réseau cocompact d'un groupe Hi extension finie d'un produit de 
groupes super-rigides et F2 est un réseau cocompact de H2 produit de copies de 
PO{k, 1) et PU{k' , 1). Les arguments qui précèdent s'appliquent pour montrer 
que 

i) p(F) est Zariski dense dans G" si vol(p) 7^ 0. 

ii) Soit Ki, i = 1,2, l'adhérence de Zariski de piÇTj). La densité de p(F) 
implique la densité (pour la topologie de Zariski) de K1K2 ; les deux groupes 
commutent. En décomposant F} en produits de réseaux cocompacts irréductibles 

on voit, en utilisant les arguments de la preuve du lemme lïï^ que Ki est semi- 

p 

simple sans facteurs compacts. Si G° = W Gk, où les Gk sont des groupes 

i=l 

d'isométries directes d'espaces symétriques de rang 1 et de type non compact, 
« 

alors Kl — W Gk (par exemple) ; en effet, Ki est un sous-groupe normal de G°. 

fc=i 

p 

Le groupe K2 est donc inclus dans Y\ Gk et comme K1K2 est Zariski dense, 

9+1 

p 

K2 = Y\ Gk (en particulier il est semi-simple). On peut choisir une application 
■z+i 

équivariante fi de Hi Ki et un calcul immédiat montre que 

vol(/9) = V0l(/9i) vol(p2) , 

de sorte que vol(pi) 7^ 0. Le théorème de super-rigidité (appliqué comme précédemment 
aux composantes irréductibles de F}) permet d'étendre pi en un morphisme con- 
tinu 

ipi-.Hi-^ Kl 

et la non nullité de vol(pi) montre que ipi est un isomorphisme et donc montre 
que ^(F}) est isomorphe à F} ce qui conduit à 

vol(pi) = vol(i/i/F}) . 

Le groupe K2 contient les composantes non super-rigides de G^, de même que 
H2, ils sont donc isomorphes. C'est la seule composante non triviale de p. 

Nous donnons maintenant un exemple de représentation du groupe fonda- 
mental d'une variété hyperbolique réelle, de volume non nul et d'image non 
discrète. 
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Exemple : produit amalgamé. 

Soit X une variété hyperbolique compacte de dimension n > 3. Supposons 
qu'il existe dans X une hypersurface compacte plongée totalement géodésique 
notée E et incompressible, c'est-à-dire telle que l'application induite : 7ri(E) — > 
ni(X) soit une injection. Nous supposons de plus que cette hypersurface sépare 
X en deux composantes connexes Xa et Xb de groupe fondamental respectif 
A et B. En posons C — 7ri(I]), le théorème de Van Kampen montre que 

7ri(X) = A*cB 

produit amalgamé de ^ et i? sur C . Les groupes 7ri(X), A, B et C sont des sous- 
groupes de PO{n, 1) et agissent donc sur l'espace hyperbolique H". Choisissons 
un relevé S de S dans H" ; E est une hypersurface totalement géodésique. On 
identifie C au sous-groupe de 7ri(X) qui fixe E. Soit s la symétrie par rapport 
à E, on définit 

p:ni{X) ^ POin,l) 

a Cz A I — > a 

be Bi — > sbs-^ . 

Lemme 5.9 L'application p définit une représentation de tti(X) dans PO{n, 1). 

Preuve. Le groupe tti{X) est le quotient du produit libre A * B par les 
relations qui consistent à identifier un élément de C dans A avec le même élément 
dans B. Comme p est un morphisme en restriction h. A et a. B respectivement, 
il suffit de vérifier la compatibilité avec les relations. Or, si c € C 

scs^^ — c 

d'oîi le résultat. □ 
Afin de calculer le volume de cette représentation il faut trouver une appli- 
cation lipschitzienne / : H" H™, p-équi variante. 

Proposition 5.10 Avec les notations ci-dessus on a, 

vol(p) = vo\{Xa) - voI(Xb) . 

Preuve. Nous allons décrire / de manière précise et le calcul du volume s'en- 
suivra. Le fait que 'Ki{X) soit un produit amalgamé est équivalent ( 45 , p. 48) à 
l'existence d'un arbre T, sur lequel ■ni{X) opère (sans inversion) en sorte que le 
quotient soit un segment (deux sommets joints par une arête). Les sous-groupes 
A, B et C sont alors les stabilisateurs respectifs des deux sommets et de l'arête 
de l'arbre quotient. Nous allons donner une description géométrique de cet arbre 
T. Nous avons choisi un relevé E de l'hypersurface compacte E plongée dans 
X ; E étant une sous-variété plongée, sans auto-intersection, les translatés 7E 
de E par les éléments 7 € 'Ki{X) sont deux à deux disjoints ; ils séparent donc 
H" en une infinité de composantes connexes. Les deux composantes connexes 



38 



dont l'adhérence contient E sont des revêtements universels de Xa et Xb re- 
spectivement, que nous noterons Xa et Xb- Les autres composantes connexes 
sont les translatés par les éléments de 7ri(X) de Xa et Xb- Les sous-groupes 
^ et iî préservent Xa et Xb respectivement (après un choix convenable d'un 
point base et d'un de ses relevés). 

Maintenant, choisissons un point Xa G Xa et un point Xb € Xb, les sommets 
de l'arbre T sont les 7(xo) et 7(2:6), o\i 7 parcourt 'Ki{X) ; on joint deux sommets 
7(.Xa) et ^'{xh) (de type différent) si, et seulement si, les composantes connexes 

correspondantes ^Xa et ^'Xb sont telles que ^Xa H ^'Xb ^ 0- 



Xa Xb 



Soit alors x € X, il appartient à une composante connexe du complémentaire 

de U 7S qui correspond à un sommet de l'arbre précédent. Dans cet arbre il 
Ter 

existe un unique chemin joignant la composante Xa à celle de x ; ce chemin est 
une succession d'arêtes ei, 62, . . . , prises dans l'ordre, de laj^omposante Xa à 
celle de x- Chacune de ces arêtes correspond à une image de E et nous noterons 
la symétrie orthogonale hyperbolique par rapport à cette hypersurface to- 
talement géodésique. 

Définition 5.11 On pose f{x) = Sei o ° ' ' ' ° Se^{x) 

L'application / est bien définie. Elle est C°° par morceaux et continue ; en 

effet, la seule ambiguïté dans la formule ci-dessus est lorsque x est sur l'hyper- 
surfacc définie par e^, mais dans ce cas Se^i^) = 

Lemme 5.12 L'application f est p-équivariante. 

Preuve- Il suffit de vérifier l'équivariance pour les éléments de A et ceux de 
B qui engendrent le groupe fondamental de X. ^ 

Si a G j4, le chemin dans l'arbre joignant la composante Xa à celle de 
ax est constitué des arêtes aei, . . . , aek ; en effet, puisque a g A, oXa = Xa et 
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l'arête aei a son origine dans Xa- D'oîi 

f(ax) = Saei ■ ■ -Saejaa;) 

= aSeia~^ ■ ■ ■ aSeka~^{ax) 
= a f{x) = p{a)f{x) 

b) si b B, le chemin joignant la composante Xa à celle de bx est constitué 
du chemin dans l'arbre joignant Xa à bXA suivi de l'image par b du chemin 
précédent. Rappelons que les sommets de l'arbre sont les éléments àeT/A et T/B 
et les arêtes sont les éléments de T/C (voir !33]). Par exemple, la composante 
connexe Xa correspond à eA (classe de l'élément neutre e), celle de Xg à eB ; 
elles sont 

eA eB bA 

• • • 

eC^ bC 

reliées par l'arête eC. Par ailleurs BXa correspond à la classe bA reliée à eB par 
l'arête bC. En conclusion, nous avons 

f(bx) ^ so SbeO (6sei ' ' ' ^ ) (6a;) 
011 e désigne par abus de langage l'arête eC et Sg — s. D'où 

îibx) = [sbsb-^) O (6Sei • • • Se,b-^){bx) 

= P{b)f{x) . 

□ 

Fin de la preuve de la proposition . La fin de la preuve est évidente ; en effet 
/ renverse l'orientation sur Xb et est l'identité sur Xa, il suffit donc de choisir 
un domaine fondamental dans la réunion Xa U Xb pour lequel S se relève sur 
E. □ 

Pour être complet, il faut construire des variétés X hyperboliques admet- 
tant une hypersurface connexe séparante qui sépare la variété en deux parties 
de volume distinct. Cette construction nous a été suggérée par N. Bergeron. 
Soit Ml une variété compacte de dimension 3, hyperbolique à bord totale- 
ment géodésique qui est une surface compacte connexe notée E. De tels ex- 
emples existent (voir El) th. 4.3 et [SI)- Considérons le double M obtenu 
par recollement de deux copies de Mi le long de E. La variété compacte M 
sans bord est hyperbolique car E est totalement géodésigue. Le théorème 2 de 
\7\ montre que l'on peut construire un revêtement fini M de M tel que E se 
relève isométriquement à M en une sous-variété totalement géodésique E non 
séparante. On découpe alors M le long de E pour obtenir une variété à bord 
dont les deux composantes du bord, notée Ei, E2, sont isométriques à E ~ E 
et on recolle à chacune de ces composantes une copie de Mi. Alors, Ei (et E2) 
découpe la nouvelle variété hyperbolique en deux composantes l'une de volume 
égal à vol(Mi) et l'autre de volume égal à vol(Af) -|- vol(Mi) > vol(Mi). □ 
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Il serait intéressant de disposer de tels exemples en dimension n > 4. Remar- 
quons, par ailleurs, que l'ensemble des valeurs de vol(p) ainsi obtenu est discret 
(pour une variété donnée) ; une explication précise à ce phénomène est fournie 
par le chapitre suivant. 

6 Volume et déformations 

Nous avons déjà remarqué que, lorsque la dimension de X est paire, le vol- 
ume d'une représentation {X est supposée symétrique) est le nombre d'Euler 
du fibré plat correspondant. En particulier, ce nombre est constant le long des 
déformations continues de représentations. Nous allons prouver un résultat ana- 
logue dans le cas où la dimension de X est impaire. De telles déformations 
existent en dimension 3 (jïïj) et nous en donnons des exemples. La constance du 
volume est prouvée en dimension 3 par S. Reznikov ; nous donnons ici une 
preuve, valable en toute dimension, qui repose sur le formule de Schlàfli. Dans 
ce qui suit M désigne une variété riemannienne fermée et orientée de dimension 
n et X l'espace hyperbolique réel simplement connexe de dimension n. 

Théorème 6.1 Soit^ M une variété différentielle fermée et orientée et pt : 

ni(M) > Isom{X) une famille de représentations qui dépend de manière 

du paramètre i G R, alors le volume Yo\{pt) est constant. 

La preuve repose sur un lemme technique dont le but est de construire une 
application équivariante affine par morceaux particulière. Par application affine 
nous entendons une application affine le long de toute géodésique. 

Lemme 6.2 Sous les hypothèses du théorème \6.U il existe une triangulation T 
de M et une application continue et affine par morceaux fo : AI ^ X qui est 
Pq- équivariante et non dégénérée au sens où l'image par /o d'un simplexe de la 
triangulation T est un simplexe géodésique de X non dégénéré. 

Preuve. Un théorème classique affirme que toute variété lisse compacte M 
est homéomorphe à un complexe simplicial K ; plus précisément K est un es- 
pace triangulé muni d'une métrique euclidienne par morceaux (que l'on peut 
réaliser dans R"). Cet homéomorphisme peut, de plus, être choisi Lipschitzien. 
Le volume de toute représentation de lli (M) = lli (K) peut donc se calculer en 
intégrant sur M ou bien sur K. Dans la suite nous noterons également M ce 
complexe euclidien par morceaux et toute triangulation sera une subdivision de 
la décomposition de K en simplexes. 

Choisissons alors une triangulation suffisamment fine de M et appelons 7~ la 
triangulation invariante par Ili{M) sur M qui s'en déduit par image réciproque. 
Soit D un domaine fondamental (de Dirichlet) dans M pour l'action de Ili{M). 
Quitte à modifier un peu 7~ ou bien D on peut supposer qu'aucun sommet de 
la triangulation n'est sur dD. 

Notons (toi, TOjv) la liste des sommets de qui sont dans l'intérieur 
de D, N est alors le cardinal des sommets de la triangulation de départ sur 
M. Choisissons maintenant N points dans X, notés (j/i, ^a?) de sorte que 
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si (mij , TOj^^j) est un fc-simplexe de T alors le simplexe géodésique de X 
de sommets (y^^ , j/^^^ J est non dégénéré pour tout k < dimM + 1. Ceci 
est toujours possible car, pour chaque sommet yj, la réunion des conditions de 
dégénérescence des simplexes contenant yj est un ensemble fermé d'intérieur 
vide (une réunion finie de A: — 1-plans). Ces choix étant fait, il existe autour de 
chaque point yj un petit voisinage Vj en sorte que, pour n'importe quel choix de 
points y'i,...,y'j^ avec y'j G V^-, la propriété de non dégénérescence ci-dessus soit 
encore vérifiée. Par la suite nous aurons également besoin de choisir les point yj 
de sorte que 

V7eni(M), VjVi, v.^PÀi)yo, 

ceci est toujours possible car la réunion des points de l'orbite des yj, pour 
j 7^ i, qui sont dans Vi est un ensemble dénombrable. On procède dons par 
récurrence, yi étant fixé on choisit 2/2 € V2 dans l'ensemble partout dense qui 
est le complémentaire de l'orbite de yi , puis î/3 dans le complémentaire des 
orbites de yi et y2 et ainsi de suite. 
On définit alors /o par : 

V7 e n(A/), = 1, N hiimi) = po{l)y^ , 

et on étend fo à l'intérieur d'un simplexe (to^j , rrii^) en une application affine 
sur le simplexe géodésique engendré par les points j/i^, ■■■,yi,^ ; on utilise pour 
cela la métrique euclidienne sur les simplexes de M et la métrique hyperbolique 
sur ceux de X. Par le choix des points yi & X, tous les simplexes dont les 
sommets sont dans l'intérieur de D sont transformés par /o en des simplexes 
non dégénérés. Considérons maintenant le cas où certains sommets sont dans 
l'intérieur de D et d'autres à l'extérieur. Soit {nii^, ...,mi^,^j^mj^, ...j^j^nij^) 
un tel simplexe et supposons que son image par /o, c'est-à-dire le simplexe 
noté {yii, ■■■,ytp, p{jji)yj,, piljjyjj, soit dégénéré; cela signifie qu'il existe 
1 < fc < g tel que p(,'~ijt,)yjk appartienne au sous-espace totalement géodésique E 
engendré par les points {yi^, ...,y,^, p{-fj^)yj^, p{'-fj^_Jyj^_J (rappelons que, 
par construction, (y^^, yi^) est un {p— l)-simplexe non dégénéré) ; on déplace 
alors yj^ à l'intérieur de Vj^ pour le séparer de p{'yj^)~^E ; ceci est possi- 
ble si E reste fixe lorsque l'on déplace yj^., c'est-à-dire si aucun des points 

■ p{'^jk-i)yjk-i n'est dans l'orbite de yj^.. Par le choix des yi ceci ne peut se 
produire que si yj^ = yj, avec l = 1, q et l k ou bien yi^, = yi,, l = 1, ...,p. 
Les points yi étant en bijection avec les points rrii cela impliquerait que dans le 
simplexe (m^^, ...,mi^,^j^mj^, ...,^j^mj^) deux des points mi coïncident et donc 
qu'au quotient sur M il se projette sur un simplexe dégénéré ce qui est impossi- 
ble. On peut donc séparer yj^ du sous-espace totalement géodésique p{jj,,)~^ E. 
On utilise ensuite l'argument de densité pour choisir le nouveau point yj^, dis- 
joint de la réunion des orbites par p{Ui{M)) des autres points yi. On procède 
alors par récurrence sur les simplexes considérés qui sont en nombre fini. 

Les autres simplexes sont des images par un élément ^(7), pour 7 € Ui{M) 
des simplexes d'un des deux types précédents. Ceci prouve le lemme lïï^ □ 
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preuve du théorème 

Nous noterons la collection des simplexes de X ainsi obtenue. Soit F 
une face de codimension 2 de 7~ et F' son image dans 7^. L'étoile de F 
dans Tjyj contient un nombre fini de n-simplcxcs ,si, .... .s^ dont les images sont 
notées s'i, s'j^. Le link autour de F est un cercle. Précisément, considérons 
un voisinage tubulaire de rayon assez petit, noté Tub(F), de cette face F de 
codimension 2. Alors le bord de Tub(F) est diffcomorplic à _F x S*^ . La variété M 
est supposée orientée, et donc aussi M. Sur le bord de Tub(F) nous choisissons 
une courbe C générateur de Hi{dTuh{F), Z) ~ Z ; nous pouvons, par exemple, 
prendre l'intersection de (9Tub(F) avec un hyperplan orthogonal à F en un point 
(on peut définir un tel hyperplan bien que la métrique sur M, qui est euclidienne 
sur chaque simplexe, soit singulière en F). Si nous choisissons arbitrairement une 
orientation sur chaque face de codimension 2, donc en partkulier sur F, cela 
fournit une orientation du cercle C compatible avec celle de M. 

L'application /o, linéaire par morceaux, envoie F sur F' (par construction) 
et donc i9Tub(F) sur un cylindre topologique que l'on peut projeter, à partir de 
F', sur le bord dTuh{F') d'un petit voisinage tubulaire de F' (pour la métrique 
hyperbolique). Cela induit une application, 

/o : Hi{dTuh{F), Z) ^ Hi{dTnh{F'), Z) 

et on appelle degré transverse de /o en F, l'image par /o» du générateur de 
Hi{dTuh{F), R) ; cette classe est un multiple entier de la classe fondamentale de 
Hi{dT\ih{F'),Z) et nous pouvons donc, par abus de langage, identifié le degré 
transverse à un nombre entier relatif. On peut également définir ce degré en 
utilisant le cercle C tracé sur 9Tub(F) et un cercle C analogue sur 9Tub(F') 
sur lequel on projette /o(C). 

Soit 6{F,s) (resp. 9'{F',s' j) l'angle diédral (euclidien) du simplexe s € 7~ 
en la face F (resp. du simplexe s' e 7^ en la face F'). Les nombres 6 et 6' 
sont choisis positifs. L'application /o d'un simplexe s sur un simplexe s' peut 
préserver ou renverser l'orientation (on rappelle que cette application est affine 
en restriction à s) et nous poserons e(s) = e(s') = ±1 suivant le cas considéré. 

Lemme 6.3 Soit F' une face de codimension 2 image de F, le degré transverse 
de /o en F, noté degpfo, vérifie, 

2Trdegpfo = ± ^ e(s')e'(F', /) . 

s'/F'Cs' 

Preuve. 

Pour F telle que ,fo{F) = F' et s G 7~ tels que F C s, /o(Cns) se projette sur 
Cris' (oii s' = fo{s)) qui est un arc d'angle de valeur absolue 0'{F', s'). On peut 
choisir les orientations de X et F' sont telles que l'angle orienté de la projection 
de /o(Cns) est +9'{F', s') si e(S") = +1, et -9'{F', s') si /o renverse l'orientation 
de s. La quantité J2 ^{s')9\F' , s') représente donc l'angle orienté total de 

s'/F'Cs' 
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la projection de /o(C) sur C, c'est-à-dire 27rdeg^,/o. Si l'orientation de X est 
renversée la relation devient 27rdegp//o — ~ J2 ^{s')0'{F' , s'). 

s'/F'Cs' 

Considérons alors une déformation de po, soit pt, que nous supposerons 
en t. Nous construisons l'application ft de la manière suivante : 

Vi = l,...,7V, ft{mi) ^yi 
V7eni(M), /t(7m,) =pt{j)yi 

et ensuite on étend ft de manière affine dans chaque simplexe. La collection des 
simplexes images et leurs sommets varient de manière en t. Nous noterons 
cette collection T^{t). Tous les simplexes de T^{t) sont non dégénérés, pour t 
assez petit ; en effet, il suffit de n'en considérer qu'un nombre fini, les autres s'en 
déduisant par équivariance. Notons également que, par construction, ft dépend 
de manière en t, en particulier, le volume hyperbolique d'un simplexe de 
'T^{t) est une fonction de t. Soit F une face de codimension 2 de 7~ et F'{t) 
son image par ft- Pour s e T^{t), nous noterons 9'{t]F',s') l'angle (positif) 
diédral de s' en F' . Nous ne mentionnerons pas la dépendance en t des simplexes 
de (t) et de leurs faces de codimension 2 s'il n'y a pas d'ambiguïté. Par ailleurs 
si s'{t) — ft{s) et t est assez petit e{s'{t)) ne dépend pas de t. □ 

Lemme 6.4 

|( Y. <s')9'{t;F\s'))=0 

s'/F'Cs' 

Preuve. Pour t assez petit, la face F'{t) est homéomorphe à F'{0) ; de même 
s'{t) est homéomorphe à s'(0) si s'{t) G ^(i) et ils sont tous non-dégénérés. 
Les voisinages tubulaires de F'{t) et F'{Q) sont aussi homéomorphes et on peut 
définir le degré transverse de ft grâce à ^"(0). Alors, par constance du degré 
par déformation, pour t assez petit, on a degp,^^-^{ft) — deg^,(Q-, (/q). □ 

Rappelons la formule de Schlâfli (cf. [flij ) . Soit s' un simplexe hyperbolique 
géodésique et F' une de ses faces de codimension 2 ; si s' (t) est une déformation 
de classe de s' = s'(0), alors 

1 vol{s'{t)) = - Y. ^ {e'{t;F'it),s'it))yoU-2{F'it)) 
at\t=o „ , at\t=o 

' F'Cs' ' 

OÙ vol„_2 désigne le volume (n — 2)-dimensionnel de la face considéré. 

Pour s G Tm choisissons un relevé s G ; alors ft identifie de manière 
C°° jusqu'au bord s avec un simplexe hyperbolique de 7j^. L 'équivariance de 
ft permet de définir de manière unique une métrique hyperbolique sur s dont 
la collection produit une métrique g{t) sur M qui est continue et hyperbolique 
par morceaux. En particulier le volume des faces de codimension 2 et les angles 
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diédraux en celles-ci sont ceux du simplexe hyperbolique /t(s). Soit lo la forme 
volume hyperbolique de X, alors 

s^Jm 

= J2 e(s)vol(À(s))= Y. e(s)vol(5,ff(0) 

en définissant e(s) = e(s) — e(/t(s)). Ici on a identifié, par abus de langage, 
ft (w) avec une forme différentielle sur M grâce à l'équivariance de ft- La for- 
mule de Schlâfli donne, 

^vol(pi)= J2 ^(f(^)vol(s,5(i))) 

s^Tm 

oii 6{t;s,F) désigne l'angle diédral en F du simplexe s mesuré à l'aide de la 
métrique Il est égal à 9'{t; ft{s), ft{F)) où s et F sont des relevés respectifs 
de s et F. 

|vol(p,) = E( E e(^)^Wi;^^,^)))voW2(F,5(i)) 

F s/FCs 

La quantité entre parenthèse peut se calculer sur M ou bien sur M cax elle 
ne concerne que l'étoile d'une face F ; elle peut également se calculer sur X par 
définition de g{t). Le lemme précédent montre que, pour toute face F, 

^eis)j^mt;F,s))^0 

Ce qui prouve que ^ vol(pt) = 0. □ 
Une conséquence immédiate du théorème l6.1l est le corollaire suivant. Notons 
7?,(ni(M), Isom(X)) l'espace des représentations du groupe fondamental d'une 
variété M dans le groupe d'isométries de l'espace hyperbolique. 

Corollaire 6.5 Soit M une variété différentielle fermée et orientée, alors la 
fonctionnelle, ^ 

vol : 7^(^l(A^),Isom(X)) ^ R+ 

prend un nombre fini de valeurs. 

Preuve. Le groupe d'isométries Isom(X) = PO(n, 1) est un groupe algébrique ; 
par ailleurs, Ili{M) est de présentation finie donc 7?.(ni(M), Isom(X)) est une 
variété algébrique (avec singularités) et possède un nombre fini de composantes 
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connexes. Le théorème 16.11 afHrme que la fonctionnelle vol est constante sur 
chaque composante connexe. □ 
Remarque. Ce résultat est énoncé dans 02 j toutefois la preuve est incomplète 
sauf, peut-être, en dimension 3. Celle présentée ci-dessus nous a été suggérée 
par J.-P. Otal (voir [121). 

Considérons alors les variétés hyperboliques fermées de dimension n. Un théorème 
de Wang affirme que, pour n > 4 et > le nombre de variétés hyper- 
boliques fermées de volume inférieur à V est fini. Ce résultat est notoirement 
faux en dimension 3 et en dimension 2. Si X désigne une variété hyperbolique 
fermée et M une variété différentielle fermée, nous dirons (voir [21]) que M 
domine X s'il existe une application continue de degré non nul de M sur X. Le 
théorème 16.11 permet de donner une preuve très simple du résultat suivant : 

Théorème 6.6 (T. Soma |46| ') Soit M une variété différentielle fermée de 
dimension 3, alors il n'existe qu'un nombre fini de variétés hyperboliques de 
dimension 3 fermées dominées par M . 

Preuve. Désignons par f : M ^ X l'application continue de degré non nul 
de M sur X, où X est une variété hyperbolique fermée. L'application / induit un 
morphisme /* : Ili{M) ni(X), c'est-à-dire une représentation p de Ili(M) 
dans PO(n, 1). Par définition du degré de / nous avons, 

vol(p)=deg(/)vol(X). 

Par ailleurs, si on munit M d'une métrique riemannienne quelconque, le théorème 
14. 21 montre que ce volume est borné par un nombre ne dépendant que de M (et 
de cette métrique) que nous noterons C{M). Nous avons donc, 

deg(/) vol(X) <C(M) 

c'est-à-dire, deg(/) < C{M)/vo\{X). Le volume d'une variété hyperbohque 
compacte est bornée inférieurement par une constante universelle Vn ne dépendant 
que de la dimension n grâce au lemme de Margulis (voir '141). En conséquence, 

deg(/) < C{M)/vs . 

Il n'y a donc qu'un nombre fini de valeurs possibles pour le degré de l'application 
/. De même deg(/) yol(X) — vol{p) ne prend qu'un nombre fini de valeurs 
d'après le corollaire 16.51 . Le volume des variétés X fermées dominées par une 
variété fermée fixe M ne peut donc prendre qu'un nombre fini de valeurs ce qui, 
d'après une résultat de W. Thurston f|48j). montre qu'il ne peut y avoir qu'un 
nombre fini de telles variétés. □ 
Nous terminons en donnant un exemple de telles déformations, montrant la 
pertinence du théorème 16.11 II nous a été communiqué par Daryl Cooper par 
l'intermédiaire de Michel Boileau. 

Exemple(D. Cooper) Soit N une variété hyperbolique fermée de dimension 3. 
Considérons la somme connexe de N avec x S*^, notée A^jJ(5^ x S"^), le groupe 
fondamental de cette variété est le produit libre ni(Af) * Z. Soit k un noeud 
homotopiquemcnt nul dans 7Vtt(5^ x 5^) qui rencontre x S*^ en au moins 
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deux points. D'après R. Myers (|SZI) on peut trouver de tels noeuds en sorte 
qu'une chirurgie de Dehn autour de k transforme N^{S^ x S"^) en une variété 
hyperbolique fermée M (voir aussi page 797). La proposition 3.2 de [TT] 
permet de construire une application continue / : Af — > N^{S^ x S^) de degré 1. 
Par ailleurs il existe également une application continue, h : N^{S^ x S^) ^ N 
de degré 1 qui consiste à écraser x S"^ en un point. Nous obtenons donc une 
application continue de degré 1, 

hof:M — > N 

et une représentation p = h^, o f^, : Ili{M) Pii{N) C P0(3, 1). Le volume 
de cette représentation est, 

vol(p) = vol(iV) > 

car h o f est degré 1 et l'image de p est le groupe fondamental de N. Par 
ailleurs p se décompose en, 

p : Tli{M) ^ ni(M) * Z ^ P0(3, 1) . 

Le facteur libre Z permet alors de déformer h^, sans contrainte et donc de pro- 
duire des déformations non triviales (ce fait est élémentaire et sa vérification est 
laissée au lecteur). En augmentant le nombre de facteurs x nous pouvons 
aisément augmenter le nombre de paramètres disponibles pour déformer p. 
Remarque. Il serait intéressant de construire de telles déformations en dimen- 
sion supérieure ou égale à 4. Il est facile d'en construire de volume nul, mais des 
exemples de volume non nul restent à décrire. 
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